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Para la realización de los tres primeros apartados utilizaremos el mismo procedimiento, que pasamos a describir a continuación:


En una viga biempotrada como la de la figura, de longitud l, y con una carga P aplicada a una distancia a de uno de sus extremos, los momentos en los empotramientos son:
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La ley de momentos flectores será, por consiguiente:
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El desplazamiento de un punto situado a una distancia c del extremo A de la viga vendrá dado por la siguiente expresión:
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Teniendo en cuenta que tanto el desplazamiento como el giro son nulos en el punto A, por tratarse de un empotramiento, el desplazamiento será:
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Calculando la integral, llegamos a que:
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A pesar de que esta expresión sólo sirve para valores de c menores o iguales que a, nos será suficiente, debido a la simetría del problema.


Si concentramos la masa total de la viga en g de sus puntos, tendremos un sistema con g grados de libertad, del que tendremos que calcular la matriz de rigidez K. Para ello podemos calcular previamente la matriz D, inversa de K. Ambas matrices, K y D, son simétricas. Usando el principio de superposición, el elemento Dij de la matriz D lo podemos calcular aplicando una carga P en el punto i y midiendo el desplazamiento v del punto j. Los puntos i y j son puntos de los tomados para concentrar la masa de la viga. Bastará por tanto dar valores a a, b y c en la ecuación (*) para obtener los elementos de la matriz D en cada caso.


La matriz de masas será siempre de la forma:
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Una vez calculadas las matrices de masas y rigidez, y partiendo de la ecuación de Lagrange, llegamos a un problema de autovalores y autovectores que nos dará como solución las frecuencias propias y los modos propios de nuestro sistema:
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donde ( son las frecuencias propias que buscamos, y {v} los modos propios sin normalizar. Una vez normalizados con la matriz J, tendremos los modos propios buscados.





Apartado 1º


Tenemos un sistema de un solo grado de libertad. En la ecuación (*), por tanto, los valores de a, b y c serán los mismos. Y por estar la masa concentrada en el centro de la viga, su valor será de 2 metros. Las matrices de rigidez y de masas tendrán un solo elemento, y la ecuación que nos da las frecuencias propias es:
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Apartado 2º


En este caso, y debido a las simetrías, sólo necesitamos calcular cuatro elementos de la matriz D por medio de la expresión (*):
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El problema que debemos resolver, por tanto, es el siguiente:
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Las frecuencias propias y los correspondientes modos propios (ya normalizados) que se obtienen son los siguientes:





Apartado 3º


En este caso, y debido a las simetrías, sólo necesitamos calcular nueve elementos de la matriz D por medio de la expresión (*):
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El problema que debemos resolver, por tanto, es el siguiente:
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Las frecuencias propias y los correspondientes modos propios (ya normalizados) que se obtienen son los siguientes:
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Apartado 4º


La solución analítica del problema consiste en considerar la viga como un sistema continuo, con la masa repartida uniformemente a lo largo de toda su longitud. Para llegar a dicha solución tendremos que aplicar el principio de Hamilton. La expresión de la energía cinética es :
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La energía potencial será :
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Aplicando el principio de Hamilton llegamos a la ecuación :
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con las siguientes condiciones de contorno :
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Aplicando separación de variables, llegamos al siguiente problema :
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Llamando � INCRUSTAR Equation.2  ���, la solución del anterior problema es de la forma :
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Aplicando las condiciones de contorno queda el siguiente sistema de ecuaciones en A, B, C y D:
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La solución no trivial del sistema se tendrá cuando:
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Este sistema tiene infinitas soluc
