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โดย ประพันธ สุขสมปอง

CHAPTER 9
แบบฝกหัด

A ขอสอบแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกแหงประเทศไทย (ThMo) ป 33-38
B ขอสอบวัฏจักรคณิตศาสตรชิงแชมปประเทศไทย ครั้งที่ 2,3,4
C ขอสอบสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ป 20-38
D ขอสอบแขงขันทางวิศวะ
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Ex 1 + (2+3) + (4+5+6) + (7+8+9+10)
เนื่องจากตัวเลขภายในวงเล็บตอกัน ดังนั้น หาวา ตัดสุดทายของวงเล็บสุดทายเปน
เทาใด โดยใชการหาพจนท่ัวไป ซ่ึงเราไดศึกษามาแลว
โดย หา พจนทั่วไปของลํ าดับของตัวสุดทายของแตละวงเล็บ
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Ex 1 + (2+3+4) + (5+6+7+8+9) + (10+11+12+13+14+15+16) + ...
เลขตอกัน หาพจนทั่วไปของตัวสุดทายของแตละวงเล็บได n2
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Ex ∑n2 

แนวคิด n3 - (n-1)3 = 3n2 - 3n + 1
∑(n3 - (n-1)3) = 3∑n2 - 2∑n + n

n3 = 3∑n2 - 2∑n + n
3∑n2 = n3 + 2∑n - n
∑n2 = n n n( )( )+ +1 2 1

6
Ex ∑n3

แนวคิด n4 - (n-1)4 = 4n3 - 6n2 + 4n - 1
∑(n4 - (n+1)4) = 4∑n3 - 6∑n2 + 4∑n - 1

n4 = 4∑n3 - 6∑n2 + 4∑n - 1
4∑n3 = n4 + 6∑n2 - 4∑n + 1

= (∑n)2

Ex ผลบวก n พจน ของ ลํ าดับเลขคณิต 2 ชุด มีอัตราสวนเปน 7n+1 : 4n+27 จงหา
อัตราสวนของพจนที ่11
แนวคิด ตองการหา a d
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A'38 จํ านวนเต็มบวก n ที่ทํ าให 1
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 มีคาเทาใด

ตอบ 80
A'38 กํ าหนดให f : I+→I+ โดยที่

f(1) = 1 = f(2) และ
f(n) = f(n-1) + f(n-2) เมื่อ n > 2
ขอใดตอไปนี้ เปนเท็จ
(1) f(6)[f(5)+f(7)] = f(12)
(2) f(20)f(20) - f(19)f(21) = -1
(3) 1 + f(1) + f(2) + ... + f(30) = f(32)
(4) f(1) + f(3) + f(5) + ... + f(29) = f(31)
แนวคิด จากการกระจาย

f(2n) = f(2) + f(3) + f(5) + ... + f(2n-1)
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f(2n) = f(1) + f(3) + f(5) + ... + f(2n-1) ...(1) **
f(2n+1) = f(1) + f(2) + f(4) + ... + f(2n) ...(2) **
f(2n) + f(2n+1) = f(2n) + f(2n-1) + ... + f(2) + f(1) + 1

f(2n+2) = (2n) + f(2n-1) + ... + f(2) + f(1) + 1 **
ดังนั้น f(32) = f(30) + f(29) + ... + f(1) + 1
แต f(1) + f(3) + f(5) + ... + f(29) = f(30) ⇒  ขอ (4) เปนเท็จ
พิจารณาตัวเลือกในขอ (2)
f(n)f(n) - f(n-1)f(n+1)
= f(n)[f(n-1)+f(n-2)] - f(n-1)[f(n)+f(n-1)]
= f(n)f(n-1) + f(n)f(n-2) - f(n-1)f(n) - f(n-1)(f(n-1)
= (-1)[f(n-1)f(n-1) - f(n-2)f(n)]
= (-1)2[f(n-2)f(n-2) - f(n-3)f(n-1)]
...............................................................................
= (-1)n-2[f(2)f(2) - f(1)(3)]
= (-1)n[(1)(1) - (1)(2)]
= (-1)n+1

ดังนั้น f(20)f(20) - f(19)f(21) = (-1)20+1 = -1
A'38 กํ าหนดให a1 = 1, an = an-1 + 1
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สรุป 14 < a100 < 18 (คาจริง a100 = 14.2137)
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A'38 ลากคอรดของรูปวงกลม 29 เสน โดยให
ก. แบงรูปวงกลมออกเปนบริเวณยอย ๆ ไดจํ านวนมากท่ีสุดซ่ึงเทากับ p

บริเวณ
ข. แบงรูปวงกลมออกเปนบริเวณยอย ๆ ไดจํ านวนนอยท่ีสุด ซ่ึงเทากับ q

บริเวณ
จะได p+q มีคาเทาใด
ตอบ 30 + 435 = 465
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นั่นคือ x = n+1
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A'36 จงหาจ ํานวนเต็มที่เรียงกัน 11 จํ านวน ที่ผลบวกของก ําลังสองของทุกจ ํานวน
สามารถเขียนใหอยูในรูป m2 โดยที่ m เปนจ ํานวนเตม็
แนวคิด ( )n k
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m2 = 11(n2 + 10n + 35)

ไดวา 11 2m  และเนื่องจาก 11 เปนจ ํานวนเฉพาะ
ดังนั้น 11m

ให m = 11(d)
11d2 = n2 + 10n + 35 = (n+5)2-1 + 11

= (n+4)(n+6) + 11
ไดวา 11 4 6( )( )n n+ +

นั่นคือ 11 หาร n+4 ลงตัว หรือ 11 หาร n+6 ลงตัว
11 หาร n+4 ลงตัว เมื่อ n = 7, 18, 29, ...
11 หาร n+6 ลงตัว เมื่อ n = 5, 16, 27, ...

คาของ n ที่ตองการคือ n ที่ทํ าให ( )n + −5 1

11

2

 อยูในรูปจ ํานวนเตม็ k2
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เชน  n = 18 ; 182+192+202+...+282 = 772

A'36 กํ าหนดให n เปนจ ํานวนเต็มบวก
จงพิสูจนวา มีจํ านวนเต็มบวก m ซ่ึง
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A'35 บทนิยาม จํ านวนเต็มบวก n จะเรียกวา จํ านวนสามเหล่ียม ก็ตอเม่ือ n อยูในรูป
1 + 2 + ... + k สํ าหรับบางจ ํานวนเต็มบวก k
ขอใดตอไปนี้ถูก
(1) ถา n1 และ n2 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม แลว n1 + n2 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม
(2) ถา n1 และ n2 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม แลว n1n2 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม
(3) ถา n เปนจ ํานวนสามเหล่ียม แลว 9n+1 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม
(4) ถา n เปนจ ํานวนสามเหล่ียม แลว n+1 เปนจ ํานวนสามเหล่ียม
แนวคิด n = k k( )+1

2

9n+1 = ( )( )3 1 3 2

2

k k+ +  = 1 + 2 + 3 + ... + (3k+1) ⇒  ขอ (3) ถูก
A'35 cos21 ํ+ cos22 ํ+ cos23 ํ+ ... + cos2179 ํ มีคาเทาใด (ตอบในรูปทศนิยม)

แนวคิด cos cos2

1

90 2
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179
k k

k k= =
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1

89
k k

k k= =
∑ + ∑

= ( )cos cos sin2 2 2

1

89
90 + +∑

=
k k

k

= 89
A'35 กํ าหนดให a1, a2, ..., a2535 เปนจ ํานวนจริงซึ่งมีคุณสมบัติตอไปนี้

a1 = 1
an = a

an
n

−
−

+1
1

1  ทุกจ ํานวนเตม็ n ≥ 2

จงพิสูจนวา 71 < a2535 < 88
แนวคิด a n a a nn1 11 2 1 3+ − < < + −( ) ( )

หรือ 1 2535 1 2 1 2535 1 32535+ − < < + −( ) ( )a

สรุป 71 < a100 < 88
A'33 จงหาจ ํานวนเต็มบวกในต ําแหนงที ่1 ลาน ของลํ าดับตอไปนี้

1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ...
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โดยที่ลํ าดับจะมีจ ํานวนเต็มบวก n เกิดขึ้น n ต ําแหนง
แนวคิด พิจารณา ลํ าดับ 1, 2, 2, 3, 3, 3, ..., k k k k

k

, , , ,!# $& %&
¾¨¹�

 มี k k( )+1

2
 พจน

ดังนั้น ตองหาจ ํานวนเต็มบวก k ที่นอยที่สุด ที่ทํ าให k k( )+1

2
 ≥ 106

หรือ k(k+1) ≥  2(106)
เนื่องจาก 2 10 1000 2 1414 26⋅ = ≈ .

แทน k = 1413 ; k(k+1) = 1997982 < (2)106

แทน k = 1414 ; k(k+1) = 2000810 > (2)106

ดังนั้น จํ านวนเต็มบวก k ที่นอยที่สุด คือ 1414
a1,000,000

 = 1414


