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1 Linea
Los primitivos de salida son funciones que ofrecen las bibliotecas gréficas para describir estructuras geométricas
bésicas.
Cada primitivo de salida se especifica con los datos de las coordenadas de entraday otra informacion referente ala
manera en que se debe desplegar un objeto.
Los puntos y segmentos de linea recta son |os componentes geométricos mas simples.
(Scan Conver sion - Conversién de Rastreo)
Para pintar un punto en una ventana se utilizara lallamada a Xlib siguiente:

XDrawPoint(Display*, Drawable, GC, int X, int y)

Las lineas se dibujaran, de laforma mas basica, calculando |os pixeles discreto que corresponden ala
especificacion de una linea especificada de forma continua.

1.1 Algoritmos para el Trazo de Lineas

La ecuacion de interseccion de la pendiente cartesiana de unalinea recta es
(@D} y=mx+b

donde mrepresenta la pendiente de lalineay b laintersecciéon deyy.

Dado que los dos extremos de un segmento de linea se especifica en las posiciones (X,y1) Y (X2,Y2), Se puede
determinar valores parala pendiente y lainterseccion de 'y en b con | os siguientes cal cul os:

2 m= (Y2 - y1)/ (X2 - X1)
(3) b= Y1i-mMXg

Para cualquier x dentro del intervalo Dx alo largo de unalinea, se puede calcular el intervalo correspondiente a Dy
dey apartir de la ecuacién (2) como

(4) Dy = mDx

De modo similar se puede obtener el intervalo Dx de x correspondiente a una Dy especifica como:

(5) Dx=Dy/m

Si | m| <1, lalineaes mas horizontal que vertical.

Segun tiende a cero m, lalineatiende a ser horizontal.

Si|m|>1, lalineaes mas vertical que horizontal.

Segun tiende ainfinito m, lalineatiende a ser vertical.

El siguiente paso es efectuar un muestreo de lalinea a puntos discretos correspondiente a los pixeles mas cercanos.

1.1.1 Algoritmo Basico

El algoritmo bésico seria utilizar |a ecuacion anterior para calcular y en termino de x (0 viceversa).
Esto seria bastante lento ya que requeriria siempre una multiplicacion mas una suma:
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y=mx+b

Los siguientes algoritmos mostraran como se pueden hacer més eficientes estos cél cul os utilizando al goritmos més
elaborados.

1.1.2 Algoritmo de Linea DDA

El analizador diferenciador digital (DDA - Digital Differential Analyzer) es un algoritmo de conversion de rastreo
gue se basa en e calculo ya sea de Dy o Dx por medio de las ecuaciones (4) o (5).

Se efectlia un muestreo de la linea en interval os unitarios en una coordenada y se determinalos val ores enteros
correspondientes mas préximos a la trayectoria de la linea para la otra coordenada.

Tomemos una linea con pendiente positiva, si lapendiente | m| £ 1, se hace el muestreo en x en interval os
unitarios (Dx = 1 y Dy = mdado que m= Dy / Dx) y se calcula cada valor sucesivo de y como:

(6) Yier = Yt M

El subindice toma valores enteros a partir de 1 y aumenta a razon de 1 hasta alcanzar el valor final.

Yaque m puede ser cualquier numero real entre 0y 1, los valores cal culados de y deben redondearse al entero mas
cercano.

Paralineas con una pendiente | m | > 1, serevierten las funciones de x y y, 0 sea, se realiza un muestreo dey en
intervalos unitarios (Dy = 1 y Dx = 1/m dado que m = Dy / Dx) y se calcula cada valor sucesivo de X como:

(7) X1 = Xt 1/m
Las ecuaciones (6) y (7) se basan en la suposicién de que las lineas deben procesarse del extremo izquierdo al

derecho.
Si este procesamiento se revierte, entonces Dx 0 Dy serian -1, y

Yir1 = Y- MO X1 = Xe- 1/m
(x:+Lrounti(y,+m)) ." ,
linea
\ ‘ deseada
O 4

)7~
(% ,y.K

und(y))! >

El procedimiento completo de dibujo seria el siguiente:

(x+1yrm)

(x;,ro

voi d Line(Di splay* display, Wndow win, GC gc, int x0, int yO, int x1, int yl)
{

float x, y, xs, ys;

int dx, dy, steps;

dx = x1 - xO0;
dy =yl - y0;
/* se asigna el punto de donde se comenzara a dibujar la Iinea */
X = x0;
y = yo0;

/* verificar si la pendiente es nmayor de x o y, para luego asignarla a steps */
if (abs(dx) > abs(dy))
steps = abs(dx);
el se
steps = abs(dy);
/* se divide por |la pendiente mayor, para dar xs o ys igual a 1 (o -1) */
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if (steps == 0) {
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, round(x), round(y));
fprintf(stderr,”this line is a point”);
return;

}

xs = dx/steps;

ys = dy/steps;

/* se cicla uno a la vez hasta |l egar al numero de steps maxinop */

for (i =0; i <= steps; i++)

{
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, round(x),round(y)); /* round(x) -> x+0.5 */
X = X + XS;
y =y tys

}

El problema con este algoritmo es que se debe redondear nimeros flotantes a enteros y hacer operaciones sobre
ndmeros flotantes , o cual toma tiempo.

Paralineas largas, la acumulacion de errores de redondeo en adiciones sucesivas del incremento de punto flotante
pueden provocar que las posiciones del pixel calculadas se desvien de latrayectoriarea delalinea

Se puede mejorar el desempefio del algoritmo al separar |os incrementos my 1/m en partes enteras y fraccionarias,
de forma que todos los cdl cul os se reduzcan a operaciones de enteros.

1.1.3 Algoritmo de L inea Bresenham Béasico

Un algoritmo preciso y efectivo para la generacion de lineas de rastreo, desarrollado por Bresenham (1965),
convierte mediante rastreo las lineas utilizando solo cél cul os incremental es con enteros que se pueden adaptar para
desplegar también curvas.

El algoritmo busca cual de dos pixeles es el que esta mas cerca seglin la trayectoria de lalinea.

Consideremos el proceso de conversion para lineas con pendiente positiva0 <m< 1.

Las posiciones de pixel alo largo de latrayectoria de unalinea se determinan a efectuar un muestreo de x en
interval os unitarios.

Si seiniciadesde e extremo izquierdo (Xo,Yo) de unalinea determinada, se pasa a cada columna sucesivay se traza
el pixel cuyo valor dey se aproxima mas a la trayectoria de lalinea de rastreo.

Si suponemos que se debe desplegar €l pixel en (X,Y«), @ continuacion se necesita decidir que pixel se debe
desplegar en la columna X.1.

Las alternativas son los pixeles (x+1,yk), Y (Xct1,Yict1).

Al redlizar el muestreo en la posicion x+1 designamos la separacion de pixeles verticales de latrayectoriade la
linea matematica como d; y d».

y+l /l\

e
20

X
k X +1

La coordenada de y en la linea matemética en la posicion de la columna de pixel x+1 se calcula como
(20 y=m(x+1)+b

Entonces
di=y-ye=m(X+1)+b-y
y
=W+ -y=w+1-mx+1)-b
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Ladiferencia entre estas dos separaciones es
(12) di-hb=2m(x+1)-2yw+2b-1

Un pardmetro de decision p, para el paso k en el algoritmo de linea se puede obtener al reordenar la ecuacion
anterior, de modo que impligque solo célcul os de enteros.

Esto se logra sustituyendo m = Dy / Dx donde Dx y Dy son | as separaciones horizontal y vertical de las posiciones
de los extremos delalineay a definir:

(12) Pk =Dx (di - dp) =Dx (2Dy /Dx (% + 1) - 2y +2b - 1)
= 2Dy X - 2 Dxyy+2 Dy +2 b Dx-Dx
=2Dka-2Dka+C

El signo de pc esel mismo que el ded; - d; puesto que Dx >0 en e gjemplo.

El pardmetro c es un constante, donde c = 2 Dy + 2 b Dx - Dx, que es independiente del pixel.

Si el pixd y, estamas cerca de latrayectoria de lalinea que el pixel yx + 1 (es decir d; < d,), entonces el pardmetro
de decision py es negativo.

En ese caso, trazamos €l pixel inferior; de otro mode, trazamos €l pixel superior.

Los cambios de coordenadas a lo largo de lalinea ocurren en pasos unitarios ya sea en ladireccion de x o en lade
V.

Por tanto, es posible obtener 1os val ores de pardmetros de decision sucesivos a utilizar calculos incrementales en

enteros.
En € pasok + 1, el parametro de decisién se eval a con base en la ecuaci 6n anterior como

Prrr =2 DYy X1 - 2DX Y1 + €
Al sustraer la ecuacion (12) de la anterior obtenemos
Pre1 - P = 2 Dy (e - %) = 2 DX( Yiers - Vi)
Pero x.1 = X« + 1, de manera que
(13) Per = P + 2 Dy - 2 DX( Vi1 - Yid)
donde €l termino yy.1 - Yk €s 0 0 1, dependiendo del signo del parametro p.
Este calculo recurso de los pardmetros de decision se realiza en cada posicion entera de x, empezando en el
extremo izquierdo de | as coordenadas de lalinea.
El primer parametro p, se evalliaa partir de laecuacion (12) en laposicion del pixel inicia (Xo,Yo), sustituyendo

conb =y, - mxgy m=Dy/ Dx.

Po =Dx(2Dy/Dx(x+1)-2Yo +2(yo- (Dy/DX) Xo) - 1)
=2Dyx+2Dy-2Dxyo+2DxYo-2DyXo-Dx

donde se obtiene la siguiente ecuacion:
(14) Po =2 Dy - Dx
En resumen, |os pasos son:

1. Secapturan los dos extremos de lalineay se almacena el extremo izquierdo en (Xo,Yo)-
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N

Se carga (xo,Yo) en el bufer de estructura, o sea, se traza el primer punto.

3. Secaculan las constantes Dy, Dx, 2Dy, 2Dy-2Dx, y se obtiene €l valor inicial para el pardmetro de decision
como po =2 Dy - Dx.

4. Encadaxalolargodelalinea, queiniciaen k = 0, se efectlia la prueba siguiente: si px < 0, € siguiente punto
gue se debe trazar es (x+1,yi) Y px +1 = p« + 2 Dy. De otro modo, el siguiente punto en trazarse es (x+1,yx+1)
ypc+1l=pc +2Dy-2Dx.

5. Serepite el paso 4 otras Dx veces.

Ejemplo

Parailustrar el algoritmo, utilicemos lalinea con extremos (20,10) y (30,18).
Esta linea tiene una pendiente de 0.8, con
Dx=10,Dy=8
El pardmetro de decisidn inicia tiene el valor
po =2Dy-Dx=6
y los incrementos para cal cular parametros de decision sucesivos son
2Dy =16, 2Dy - 2Dx = -4

Trazamos el puntoinicial (Xo,Yo) = (20,10) y determinamos las posiciones de pixel sucesivosalolargo dela
trayectoria de lalinea a partir del parametro de decisién como

k P« (XL yi+1)
0 6 (21,11)
1 2 (22,12)
2 -2 (23,12)
3 14 (24,13)
4 10 (25,14)
5 6 (26,15)
6 2 (27,16)
7 -2 (28,16)
8 14 (29,17)
9 10 (30,18)

Un trazo de pixeles se genera alo largo de la trayectoria de esta linea.

En la siguiente rutina, se presenta una implementacion del trazo de lineas de Bresenham para pendiente en el
rango 0 <| m| < 1, con trazo de izquierda a derecha en el caso de m positivo y de derecha aizquierdaen €l caso de
m negativo.

voi d Li neBres(Di splay* display, Wndow win, GC gc, int x0, int y0O, int x1, int yl)

{
int x, y, dx, dy, xend, p, incE incNE

dx = abs(x1 - x0);
dy = abs(yl - y0);
p = 2*dy - dx;
incE = 2*dy;
incNE = 2*(dy-dx);
/* determ nar que punto usar para enpezar, cual para term nar */
if (x0 > x1) {

X = x1;

y =yl

xend = xO;
el se {

X X0;

y = yo0;
xend = x1;
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/* se cicla hasta Ilegar al extrenp de la |inea */
while (x <= xend)
{
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, X, Y);
X = x + 1;
if (p<0)
p=p +incE
el se {

T <
[Tl
T <
+ +
=R

}

El algoritmo de Bresenham se generaliza para lineas con una pendiente arbitrariaa considerar la simetria entre
los diversos octantes y cuadrantes del plano de xy.

Para una linea con una pendiente m > 1, intercambiamos las funciones de las direcciones de x y y, 0 sea, pasamos a
lolargo dey en pasos unitarios y cal culamos |0s val ores sucesivos de x que se aproximan mas a latrayectoria de la
linea.

Asimismo, podemos revisar el programa paratrazar pixels iniciando desde cualquier extremo.

Si laposicion inicial para unalinea con una pendiente positiva es €l extremo derecho, tanto x como y disminuyen
conforme pasamos de derecha a izquierda.

Con €l fin de asegurarnos de que |os mismos pixeles se tracen sin que importe el extremo en que se comienza, se
seleccionara el pixel superior (o inferior) cuando se pase exactamente en el medio (d; = dy).

En el caso de pendientes negativas, |os procedimientos son similares excepto que ahora, una coordenada decrece
conforme la otra aumenta.

Por ultimo, es posible manejar |os casos especiales por separado.

Las lineas horizontales (Dy = 0), las lineas verticales (Dx = 0) y las diagonales | Dy | = | Dx | se pueden cargar en
forma directa sin procesarlas mediante el algoritmo para el trazo de lineas.

1.1.4 Algoritmo de Punto Medio parala Linea

Una extension a agoritmo de Bresenham es latécnica del punto medio (midpoint technique). Publicada por
primeravez por Pitteway (1967) y adaptada por Van Aken (1984) y otros investigadores.

Paralineasy circul os de enteros, la formulacion de punto medio, como la muestra Van Aken (1985), sereduce ala
formulacion de Bresenham y por lo tanto se generan |os mismos pixeles.

Bresenham (1977) mostré que este algoritmo de lineay circul o de enteros proveen la mejor aproximacion alineas
y circulos verdaderos a minimizar el error (distancia) alas primitivas reales.

Kappel (1985) discute los efectos de varios jcriterios de error.

Se asume que lapendiente delalineaesentre Oy 1.
Otras pendientes se pueden manejar como reflexiones sobre gjes principal es.
Se define a (Xo,Yo) como el extremo inferior izquierdo y (x,y:) como el extremo superior derecho.

Consideremos la siguiente figura.

p
Xt 1

Asumimos que se ha seleccionado el pixel P en (X,,Yp) Y ahora se debe escoger entre €l pixel de un incremento ala
derecha (pixel del este, E) o el pixel unincremento parala derechay otro para arriba (pixel del noreste, NE).
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Si Q es €l punto de interseccion de lalineareal conlacolumnax = x, + 1.

En laformulacion de Bresenham, la diferencia entre las distancias verticales de E y NE a Q se computan, v €l
signo de la diferencia, p, se usa para seleccionar el pixel cuya distancia de Q sea menor como la mejor
aproximacion alalineareal.

En laformulacion del punto medio, se observa de que lado de lalinea el punto medio M esta.

Esfacil ver, si el punto medio esta sobre lalineareal, e pixel E estamas cercano alalines; si € punto medio esta
debajo delalinearead, € pixel NE es mas cercano alalinea

Lalinea puede pasar entre E y NE 0 ambos pixeles estan de un lado de lalinea, pero en cualquiera de los casos, la
prueba del punto medio selecciona el pixel mas cercano.

También, €l error, 0 sea, ladistancia vertical entre el pixel escogidoy lalineareal, siempre es£1/2.

La linea se representa con una funcidn implicita (esta representacion se extiende muy bien parala formulacion de
circulos) con coeficientes A, B, y C:

(25 f(x,y) =Ax+ By+ C=0

Si Dy =y:- Yo, Y DX = X; - Xo, laecuacion de lalineatiene laforma de

(16) y=(Dy/Dx)x+ b
Por lo tanto
an f(x,y) =Dyx-Dxy+bDx=0

donde A =Dy, B = -Dx,yC=bDx
(Es importante para este algoritmo que A > 0, lo cual selograya que se escogié Dy >0.)

Esfécil de verificar que:
1. Un punto en lalinea esta representado por: f(x,y) = 0.
2. Un punto debajo de lalinea esté representado por valores positivos, o sea: f(x,y) > 0.
3. Un punto encima de la linea esta representado por val ores negativos, o sea: f(x,y) <0.
Esto se puede demostrar de la siguiente forma, paraDy >0y Dx > O:
Si tomamos cualquier punto (x,y) sobre lalinea, tenemos:
f(x,y) =Dy x-Dxy+bDx=0
Si tomamos un punto cualquierays y la misma coordenada anterior de x, tenemos:

f(x,y9 =Dy x-Dxys + bDx =k

donde k es alguna valor resultante de aplicar la nueva coordenada a la ecuacion de lalinea. (k=0 solosi el punto
esta sobre lalinea.)

Si restamos estas dos ecuaci ones, tenemos:
f(X, ys) - f(x,y) = (Dy x - Dxys + b Dx) - (Dy x- Dxy + b Dx) =k
lo cual es equivalente a

- Dxys+ Dxy =k
- Yot y = k/Dx
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Esto indica que pueden existir dos casos:

1. S -yst y>0entonces k/iDx >0, 0sea, Si y > ysentonces k/Dx > 0, y un punto debajo de |a linea corresponde
aun valor positivo de k.

2. S -yst y<Oentonces k/Dx <0, 0sea, sy <ysentonces k/Dx < 0, y un punto encima de la linea corresponde
aun valor negativo de k.

Para aplicer €l criterio del punto medio, solo se necesita computar f(M) = f(x,+1,y,+1/2) y probar su signo.

Como la decision se basa en € valor de lafuncion en el punto (X, +1,y,+1/2), se define una variable de decision p =

(Xp+1ypt1/2).

Por definicion

p = f(x+1,ypt1/2) = Dy(x,+1) - Dx (yp+1/2) + b Dx

Y existen tres posibilidades para el valor de:

1. Sip>0, € punto medio estadebagjo delalinea, y € pixel NE es el mas cercano

2. S p<0, € punto medio esta arribade lalinea, y el pixel E es el mas cercano

3. Sip=0, e punto medio esta sobre lalinea, y podemos escoger cualquiera de |os dos pixeles, por ggemplo E.

Luego de esto se analiza que ocurre en la siguiente ubicacion de M con respecto a punto recién trazado, y asi
mismo el valor de p parala siguiente columna. Estos valores dependen, por su puesto, si escogimos E o EN:

1. Si E seescoge, M seincrementa por un paso en la direccion de x.
Entonces

Pruevo = f(Xp+2,yp+1/2) = A(%p+2) + B(ypt1l/2) + C
Dado el p anterior:
Puigo = f(Xp+LYyp+1/2) = A(xp+1) + B(yp+1l/2) + C
Restando puiejo de Pruevo Para obtener la diferencia de incremento, se escribe
Pruevo = Puigo + A
Se llama a incremento para sumar después de que se escoge E, Dg,
De=A=Dy.

En otras palabras, se puede derivar el valor de la variable de decision al siguiente paso incrementando del valor del
paso actual sin tener que computar f(M) directamente, simplemente sumando De.

2. Si seescoge NE, M se incrementa por un paso en ambas direcciones de Xy y.
Entonces

Pruevo = T(Xo+2,Yp+3/2) = A(X,+2) + B(yp13/2) + C
Restando puieo de Pruevo Para obtener la diferencia de incremento, se escribe
Pruevo = Pvigo * A+ B

Sellama al incremento para sumar después de que se escoge NE, Dy,
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Dhe = A+B = Dy-Dx

Para resumir la técnicaincrementa de punto medio, en cada paso el algoritmo escoge entre |os dos pixeles basado
en el signo de lavariable de decision calculada en la iteracién previa; entonces se actualizala variable de decision
sumando Dg 0 Dyg, a vaor vigjo, dependiendo de |a seleccidn de pixel.

Como el primer pixel es simplemente el primer extremo (xo,Yo), Se puede calcular directamente el valor inicia de p
para escoger entre E 'y NE.
El primer punto medio estaen (Xo+1, yot1/2), y

f(Xo+1, Yo+1/2) = A(Xot+1) + B(yotl/2) + C
=AX+ By +A+B/2+C
=f(Xo, Yo) + A+ B /2

Pero (xo, Yo) €sun punto es lalineay f(xo, Yo) €s por lo tanto 0; entonces
Pinida=A+B/2=Dy-Dx/2

Usando pinica Se escoge el segundo pixel, etc.
Para eliminar |a fraccion en piniga Se redefine la funcion original multiplicandola por 2

fixy)=2(Ax+By+ C)

Esto multiplica cada constante y la variable de decision (y los incrementos De y Dye) por 2 pero esto no afecta el
signo de lavariable de decision, que es |o que importa en la prueba.

Las necesidades aritméticas de pruevo para cualquier paso es simplemente una suma entera.
No se utilizan multiplicaciones, |0 que consume mas tiempo.

En resumen, |0s pasos son:

1. Secapturan los dos extremos de lalineay se almacena el extremo izquierdo en (Xo,Yo)-

2. Secarga(xo,Yo) en el bufer de estructura, o sea, setraza el primer punto.

3. Secaculan las constantes Dy, Dx, 2Dy, 2Dy-2Dx, y se obtiene €l valor inicial para el pardmetro de decision
como po =2 Dy - Dx.

4. Encadaxalolargodelalinea, queiniciaen k =0, se efectliala prueba siguiente: si px <0, el siguiente punto
gue se debe trazar es (%+1,Yi) Y px +1 = px + 2 Dy. De otro modo, el siguiente punto en trazarse es (x+1,ykt+1)
y P« +1=pc +2Dy-2Dx.

5. Serepite el paso 4 otras Dx veces.

Notese que aunque el desarrollo propio del algoritmo es diferente a basico de Bresenham, el resultado final dela
extension de punto medio es exactamente igual a basico de Bresenham.

Ejemplo

Parailustrar el algoritmo, utilicemos lalinea con extremos (20,10) y (30,18).
Esta linea tiene una pendiente de 0.8, con

Dx=10,Dy=8
El pardmetro de decisidn inicia tiene el valor
po =2Dy-Dx=6

y los incrementos para cal cular parametros de decision sucesivos son
2Dy = 16, 2Dy - 2Dx = -4
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Trazamos el puntoinicial (Xo,Yo) = (20,10) y determinamos las posiciones de pixel sucesivosalolargo dela
trayectoria de lalinea a partir del parametro de decisién como

k P« (XL yi+1)
0 6 (21,11)
1 2 (22,12)
2 -2 (23,12)
3 14 (24,13)
4 10 (25,14)
5 6 (26,15)
6 2 (27,16)
7 -2 (28,16)
8 14 (29,17)
9 10 (30,18)

El programa se muestra a continuacion (solo para 0<|m|<1):

voi d Li neM dPoi nt (Di spl ay* display, Wndow win, GC gc, int x0, int y0, int x1, int yl)
{
int x, y, dx, dy, xend, p, incE incNE

dx = x1 - xO0;
dy =yl - y0;
p = 2*dy - dx;
incE = 2*dy;
incNE = 2*(dy-dx);
/* determ nar que punto usar para enpezar, cual para termnar */
if (x0 > x1) {
X = x1;
y =yl
xend = xO0;

el se {

X X0;
y = yo0;
xend = x1;

/* se cicla hasta Ilegar al extrenp de la linea */
while (x <= xend)

XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, X, Y);
X = x + 1;

Es importante que €l trazo partiendo de cual quiera de ambos extremos contenga exactamente | 0s mismos pixeles.
El Unico lugar donde |a seleccion de pixel depende de la direccion de lalinea es cuando pasa exactamente por €l
medio, y la variable de decision es cero; de izquierda a derecha se escoge E.

Por simetriaal ir de laderecha alaizquierda se esperaria escoger W cuando p=0, pero eso escogeria un pixel una
unidad hacia arribaeny relativo a escogido al pixel escogido de izquierda a derecha.

Por lo tanto se necesita escoger SW cuando p=0 para €l trazo de derecha aizquierda.

Ajustes similares se deben hacer paralineas en otras pendientes.

La solucion alternativa de intercambiar 1os extremos de lalinea para que €l trazo siempre proceda en la misma
direccién no trabaja cuando se usan estilos de linea.
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Si el algoritmo siempre pone a los extremos en orden candnico, €l patron iria de izquierda a derecha para un
segmento, y de derecha a izquierda para otro adjunto, como funcion de |a pendiente de la segunda linea; esto
crearia una discontinuidad inesperada en el vértice compartido.

1.2 Algoritmos de Gener acién de Circunfer encias

Una circunferencia se define como un conjunto de puntos que se encuentran, en su totalidad, a una distanciar de
una posicion central (X, Ye).
Esta relacion de distancia se expresa por medio del teorema de Pitarrosa en coordenadas cartesianas como

(24) (XX + (Y- ¥ 2 =r°
1.2.1 Algoritmo Basico

Se podria utilizar una ecuacion para calcular la posicion de los puntos de una circunferencia pasando a lo largo del
gedelas x en pasos unitarios de x.- r ax.+ r y calcular los val ores correspondientes de y en cada posicion como

(25) Y=y r?- (XC- X)2

Un método para dibujar €l circulo es aprovechar la simetria de los cuadrantes, dibujando solo unoy trazando los
puntos simétricos en |os demés cuadrantes.

Para el primer cuadrante se incrementariax de 0 ar en pasos de 1, resolviendo para caday positiva.

El trazo para un circulo con radio de 10, centrado en (0,0), utilizando este algoritmo basico, se muestraa
continuacion:

x 7% 2.2 |0
0 100 10 (0,10)
1 99 9.95 (1,10)
2 9% 9.80 (2,10)
3 91 9.54 (3,10)
4 84 9.17 (4,9)
5 75 8.66 (5.9)
6 64 8 (6,8)
7 51 7.14 (7.7)
8 36 6 (8.,6)
9 19 4.36 (9,4)
10 0 0 (10,0)

El resultado de esto se muestra en la siguiente figura:
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No obstante, este no es el mejor método para generar una circunferencia.

Un problema con este planteamiento es que implica cél cul os considerables en cada paso.

Por otro lado, el espacio entre las posiciones de pixel trazadas no es uniforme (aliasing, con mayor concentracion
de pixeles cuanto mas horizontal sealalinea).

Se podria gjustar €l espacio a intercambiar Xy y (pasar por losvalores dey y calcular los valores de x) siempre que
el valor absoluto de la pendiente de la circunferencia sea mayor que 1.

Pero esto solo incrementa el calculoy el procesamiento que el algoritmo requiere.

Otra manera de eliminar el espacio irregular consiste en calcular los puntos alo largo de la frontera circular
utilizando las coordenadas polaresr y g.
Al expresar la ecuacion de la circunferencia en forma polar parametrica, se obtiene el par de ecuaciones

(26) X=X +rcosg, y=Yc+rsng

Cuando un despliegue se genera con estas ecuaci ones utilizando un tamafio de paso angular fijo, una circunferencia
se traza con puntos equidistantes alo largo de la misma.

El tamafio de paso sel eccionado para q depende de la aplicacion, asi como del dispositivo de despliegue.

Las separaciones angulares mas grandes a lo largo de la circunferencia se pueden unir con segmentos de linea recta
afin de aproximarse alatrayectoriacircular.

En el caso de un frontera mas continua, se puede establecer el tamafio de paso como 1/r.

Esto hace que se tracen posiciones de pixel que estan aproximadamente una unidad aparte.

Es posible también reducir el calculo a considerar |a simetria de las circunferencias.
Laformuladelacircunferencia es similar en cada cuadrante.

Se puede generar la seccion circular del segundo cuadrante del plano xy a notar que las dos secciones circulares
son simétricas con respecto a gedelay.

Y las secciones circulares del tercero y cuarto cuadrante se pueden obtener a partir de las secciones del primeroy
segundo cuadrante a considerar la simetria en relacion con el gje delas x.

Se puede llevar esto un paso mas adelante y sefidlar que también hay simetria entre octantes.

Las secciones circulares en octantes adyacentes dentro de un cuadrante son simétricas con respecto de lalinea de
45°, que divide los dos octantes.

En la siguiente figura se ilustran estas condiciones de simetria, donde un punto, en la posicion (x,y), en un sector
de una octava parte de una circunferencia se diagrama en | os siete puntos de la misma en los demas octantes del
plano xy.

Al aprovechar la simetria de la circunferencia de esta manera, se puede generar todas |as posiciones de pixel
alrededor de una circunferencia, calculando solo |os puntos dentro del sector x =0y x =Y.
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Determinar las posiciones de pixel alo largo de una circunferencia mediante | as ecuaciones anteriores también
requiere una cantidad considerable de tiempo de calculo.

La ecuacion cartesiana (24) implica multiplicaciones y calcul os de raices cuadradas, en tanto que las ecuaciones
parameétricas (26) contiene multiplicaciones y cal cul os trigonomeétricos.

Los agoritmos de circunferencia mas efectivas se basan en el calculo en incremento de |os pardmetros de decision,
como en el algoritmo de linea de Bresenham, que solo implica operaciones de enteros.

1.2.2 Algoritmo de Punto M edio para la Circunferencia

Bresenham (1977) desarrollo un generador incremental que genera todos |os puntos en un circulo centrado en el
origen, utilizando un algoritmo de punto medio parala circunferencia.
El cddigo resultante es similar a patentado por Bresenham (1983).

El algoritmo de linea de Bresenham para despliegues de rastreo se adapta a la generacion de circunferencias al
establecer 10s pardmetros de decision paraidentificar el pixel mas cercano alacircunferencia en cada paso del
muestreo.

Como la ecuacion de circunferencia (24) no es lineal, evaluaciones de laraiz cuadrada serian necesarias para
calcular las distancias del pixel de latrayectoriacircular.

El algoritmo de linea de Bresenham evita los cél cul os de raices cuadradas al comparar |os cuadrados de las
distancias de separacion entre pixeles.

Al igual que en el agoritmo de linea de rastreo, se efectlia un muestreo en interval os unitarios y se determinala
posicion del pixel mas cercano a latrayectoria especifica de la circunferencia en cada paso.

Para un radio r determinado y una posicion central (X, Yc), Se puede establecer primero € agoritmo para calcular
las posiciones de pixel alrededor de unatrayectoria circular centrada en el origen de coordenadas (0,0).

Asi, cada posicién calculada (x,y) se mueve a su posicion propia en la pantallaa sumar x; axyy. ay.

Alolargo delaseccién circular dex =0, x=y=r/,/2 enel primer cuadrante, la pendiente de la curvavaria entre
Oy-1

Por |o tanto, se puede tomar pasos unitarios en la direccion positiva de x en este octante y utilizar un pardmetro de
decisién para determinar cual de las dos posiciones posibles de y esta mas proxima a latrayectoriade la
circunferencia en cada paso.

Las posiciones de | os otros siete octantes se obtiene por simetria.

Para aplicar el método del punto medio, se define una funcién de circunferencia como:
(27) farc(Xy) =X +y? - r?
Cualquier punto (x,y) en lafrontera de la circunferencia con radio r satisface la ecuacion fg(x,y) = 0.

Si el punto estaen €l interior de la circunferencia, la funcion de la circunferencia es negativa.
Esto se demuestra definiendo la funcion para ese punto dentro de la circunferencia dado por::
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faenro(X, Ya) =3 + Yo -12=p
foentro(%, Ya) - farc(y) = € +ya®-12) - (¢ +y?-r’) =p-0
=ya*-y*=p

dado que, en &l primer cuadrante, un punto dentro de la circunferencia significa que

ya?<y?
entonces p < 0.
Delo contrario si el punto estafuera de la circunferencia, p > 0.
Pararesumir, la posicion relativa se puede determinar al verificar el signo de la funcion de circunferencia:

1<0, si(x,Yy)estadentrodelafronteradelacircunferencia
(28) farc(X) f=0, s (x,y) en lafronterade la circunferencia
1>0, si(xy) estafueradelafronteradelacircunferencia

Las pruebas de funcion de circunferencia de las condiciones anteriores se realizan paralas posiciones medias entre
los pixeles cercanos alatrayectoria de la circunferencia es el pardmetro de decision en el algoritmo de punto medio
y se puede determinar calcul os incremental es para esta funcién como se hizo en el algoritmo de linea.

Lasiguiente figura muestra el punto medio entre |os dos pixeles candidatos en la posicion de muestreo X, + 1.

Y

yk-l \r

X
k X+l

Suponiendo que se acaba de trazar €l pixel en (X, Yi), en seguida se necesita determinar si el pixel enlaposicion
(% + 1, yi), o aquel enlaposicion (x + 1, yx- 1) esta mas cerca de la circunferencia.
El parametro de decision es la funcion de circunferencia (27) evaluada en el punto medio entre esos dos pixeles.

(29) P = farcd + 1, Yi- 12) = (% + 1)* + (- V2) - r?

Si px <0, este punto medio esta dentro de la circunferenciay el pixel enlalineade rastreo y, estamas proximo a
lafrontera de la circunferencia

De otro modo, la posicion media se localiza fuera de la frontera de la circunferencia o en estay se selecciona el
pixel en lalineade rastreo yi- 1.

Los parametros de decision sucesivos se obtienen a utilizar calculos incremental es.
Se obtiene una expresion recursiva para el siguiente parametro de decision cuando se evalGa la funcion de
circunferencia en la posiciéon de muestreo X1 + 1 = X+ 2.

Prer = Fard(Xie1 + 1, Vi1~ 12) = [(Xus1 + 1)2 + (Yier- 1/2) Z-r?
= [+ DHIP + (Yier- 12) 2 - 12

Pt - Pe= (X + 2)% + (Ve - 12) 2 - 12) - (4 + )7 + (yi- 12) 2 - 17)
= (% + 27+ (Vs 1V2) %= (X + 1)% - (Y- 1/2) 2



Alfredo Weitzenfeld Gréfica: Linea 15

=Xk2+4Xk +4+yk+12'yk+l+ Ya- sz- 2X - 1'yk2+ yk'1/4
=2% +3+ yk+12'%/k+1'2yk2+ Yk
=2(% + 1) + (Yir1 - Vi) - Wher- Wi +1

(30) Pt = Pt 206 + 1) + (Vier?- Vi) - Ve~ Y + 1
donde yi+1 esyaseayi 0 Y - 1, dependiendo del signo de p.( Vi1 corresponde a Xy 1)

Los incrementos para obtener py.; se calculan segiin el signo de py
Si px es negativa, Vi1 = Yk

Pt = Pt 20% + 1) + (V- Vid) - (- YO + 1
=pt 2 +1)+1
=Pt 21+ 1

S px s positiva, Vi1 = Y- 1

Pt = Pt 206 + 1) + (V- 1)%- Vi) - (V- -y + 1
=Pt 206 + 1)+ -2+ 1- W) - (- 1- )+
:pk+2(xk +1)-2yk+1+ 1+1
:pk+2(xk +1)'2(yk'1)+1
=Pkt 21+ 1 - 2V

Laevaluacion de los términos 2xy.1 Y 2Yk+1 también pueden efectuarse de modo incremental como

2Xr1 = 2%+ 2
2Yir1 = 2Y - 2

Laposicion deinicio es (X, Yo) = (0,r), donde 2x,=0, 2 yo = 2r.
Cada valor sucesivo se obtiene a sumar 2 a valor previo de 2x y sustrayendo 2 del valor previo de 2y.

El pardmetro de decisién inicial se obtiene a evaluar lafuncién de circunferenciaen laposicion deinicio (Xo, Yo) =
(Or)

Po = fare(L r-12) =1+ (r-12)2-r?
(0]

(31) Po=1+r2-r+%-r’=5/4-r
Si el radior se especifica como un entero, se puede redondear simplemente py a
Po =1-r (parar como un entero).
Puesto que todos | 0s incrementos son enteros.
Al igual que en el algoritmo para el trazo de lineas de Bresenham, el métodos del punto medio calculalas
posiciones de pixel alo largo de una circunferencia utilizando adiciones y sustracciones de enteros, si se supone
gue los pardmetros de la circunferencia se especifican en coordenadas enteras de pantalla.
Se puede resumir 1os pasos del algoritmo de la circunferencia de punto medio como sigue:
1. Secapturan el radior y el centro de la circunferencia (x.,Yc) Y Se obtiene el primer punto de una circunferencia
centrada en el origen como (Xo,Yo) = (O,r).

2. Secdculael valor inicial del pardmetro de decisién como
pPo =5/4-r.
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3. En cada posicion x, iniciando en k=0, se efectliala prueba siguiente:

S p <0, el siguiente punto alo largo de la circunferencia centrada en (0,0) es
(XictLYi) Y Prer1 = P + X1 tl = P + 2% +3.

De otro modo, el siguiente punto alo largo de la circunferencia es
(XictL,Yic-1) Y Prr1 = P + 21+l - 2Yie1 = Pe + 2% 2y +5,

donde 2%+ 1 = 2% + 2 Yy 2yk+l = Zyk - 2.

4. Se determinan puntos de simetria en |os siete octantes.

5. Se mueve cada posicion de pixel calculada (x,y) alatrayectoria circular centrada en (X.,Y.) Y se trazalos valores
de las coordenadas
X=X+X, Y=Y+ Ve

6. Serepiten los pasos 3 a5 hastaque x®y.

Ejemplo

Dado €l radio de una circunferencia r=10, se demuestra el algoritmo de la circunferencia de punto medio al
determinar las posiciones alo largo del octante de la circunferencia en el primer cuadrante desde x=0 hasta x=y.
El valor inicial del pardmetro dedecisiénesp, =1-r=-9

En el caso de la circunferencia centrada en el origen de las coordenadas, €l punto inicial es
(X0:¥o) = (0,10)

y los términos de incremento iniciales para calcular 1os pardmetros de decision son
2% =0, 2yp=20

Los valores sucesivos del parametro de decision y las posiciones alo largo de la trayectoria de la circunferencia se
calculan mediante el método del punto medio como

K Pk (Xt 1,Yier 1) 2 X+ 1 2Yir1
0 9 (1,10) 2 20
1 6 (2,10) 4 20
2 1 (3,10) 6 20
3 6 (4.9) 8 18
4 3 (5.9) 10 18
5 8 6,8) B 16
6 5 (7.7) 14 14

En la siguiente figura se muestran | as posiciones generadas en el primer cuadrante:
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El procedimiento siguiente despliega una circunferencia de rastreo utilizando el algoritmo de punto medio.
La entrada para el procedimiento son las coordenadas para el centroy radio de la circunferencia.

voi d Pl ot Poi nt (Di spl ay* display, Wndow win, GC gc, int xc, int yc, int x, int vy)
{
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/* draw synmetry points */

XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc + X,yc + y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc - X,yc + y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc + X,yc - y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc - X,yc - Yy);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc + y,yc + X);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc - y,yc + X);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc + y,yc - X);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc - y,yc - X);

void CircleMdPoint(int xc, int yc, int r)

{ :
nt x, y, p;

X

y
p=1-r;
Pl ot Poi nt (xc, yc, X, y);

/* se cicla hasta trazar todo un octante */
while (x <)
{

oe

1o
-

X = x + 1;
if (p<0)
p=p+ 2*x + 1;
el se {
y 1;

y-
p=p+2%(x -y +1

}
Pl ot Poi nt ( xc, yc, X, y);

}
1.2.3 Algoritmo con Difer encias Par ciales de Segundo Orden
Se puede inclusive mejorar €l rendimiento de este algoritmo utilizando mas extensivamente cal culos incremental es.
Esto se hace utilizando diferencias parcial es de primer y segundo orden.
Laestrategia es evaluar la funcion directamente en dos puntos adyacentes, calcular su diferencia (la cual, para
polinomios, es siempre un polinomio de menor grado), y aplicar esa diferencia en cada iteracion.
Como para cada punto se consideran dos alternativas, para un py se pudieran computar dos valores distintos de py.1
dependiendo de la comparacion de py con 0.
Laidea es computar de antemano |los dos val ores posibles de py.1 y calcular a continuacion las diferentes
posibilidades de py.» considerando las diferentes alternativas.
Si se escoge Yk (E) en laiteracidn actual, €l punto de evaluacién se mueve de (X, Yk ) a (Xc+1,y4), 0 seapc< 0.
Ladiferencia de primer orden seria

Drvigo €N (X Yk) = Pur1 - P = D1+l = 2% +3
y si sevolvieraatrazar el punto E:

Denvevo €1 (Xt 1Y) = Prs2 - Prer = 2(%+1) +3 = 2% +5
Y ladiferencia de segundo orden es

DEnuevo - DEviejo = (2Xk +5) - (2Xk +3) =2
De formasimilar la diferencia de primer orden para el calculo de SE en ese mismo punto es

Degvigo €1 (XioYi) = Pre1 = Pr = 2% 1-2Yie 1+1 = 2% -2y +5

Por lo tanto, si se trazara a continuacion el punto SE seria:
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Degnuevo €1 (Xct1,Yk) = P2 - Prer = 20ct1) - 2y + 5 = 2%~ 2y, +7
Y ladiferencia de segundo orden es
Dsenvevo = Desvigio = (2% -2Yik +7) - (2Xc-2yk +5) = 2
Si se escoge Yk-1 (SE) en laiteracion actual, el punto de evaluacion se mueve de (XY« ) a (%+1,¥« -1), o seapc> 0.
Ladiferencia de primer orden es
Devigo €N (X Yk) = Pre1 = P = 2Xir1+1 = 2% +3
Por lo tanto, si se trazara a continuacion el punto E seria:
Denvevo €1 (Xt 1,Yi-1) = Pre2 - Prr1 = 20X +1) +3 = 2% +5
Y ladiferencia de segundo orden es
Denuevo - Devigo = (2% +5) - (2%+3) =2
De formasimilar la diferencia de primer orden para SE es
Detvigo €1 (XioYi) = Pre1 = P = 2Xir172Yir 1+l = 2% -2y +5
y si sevolvieraatrazar el punto SE:
Deenuevo €1 (Xt 1Yk -1) = Pz - Prer = 2(Xct1) - 2(Yic-1) + 5= 2% 2y +9
Y ladiferencia de segundo orden es
Dsenvevo = Deevigo = (2% -2y +9) - (2 -2yk +5) = 4
El algoritmo revisado consiste de | os siguientes pasos:
1. Escoger €l pixel basado en el signo de la variable p, computado durante laiteracion previa.
2. Actuaizar lavariable de decisién p, con De 0 D, usando el valor del D correspondiente computado durante la
iteracion previa.
3. Actualizar los Ds para tener en cuenta el movimiento al pixel nuevo, usando | as diferencias de constantes
previamente computadas.

4. Hacer el movimiento.
De y D& seinicializan usando el pixel inicial (0,r), con

Po=1-r,;

De = 2% +3;

D = 2%y -Zyk +5.
Ejemplo:

Para el circulo anterior conr = 10y con centro (0,0), los valoresiniciales para el punto (0,r) se calculan de la
siguiente forma:

Po=1-r=-9
De=2%+3=3
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Dee = 2% -2y +5=-20+5=-15

Los val ores completos son y punto a dibujarse son:

k P deltaE deltaSE (Xk+ 1, Yt 1)
0 9 *3 15 (1,10)

1 6 *5 13 (2,10)

2 1 *7 11 (3,10)

3 6 9 * (4,9)

4 3 *11 5 (5,9)

5 8 13 * (6,9)

6 5 15 1 (7.7)

* muestra que delta se agrega al siguiente calculo de p.

Se obtiene no solamente el mismo trazo sino también |os mismo puntos de decision pg que con el método anterior.

Lafuncién revisada seria:

voi d Pl ot Poi nt (Di spl ay* display, Wndow w n,

/* draw synmetry points */
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc

+
+
+
+

XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, xc -

}
void CircleM dPoint (Di splay* display, Wndow w n,

{
int x, y, p, deltaE, deltaSE;

o< X
nnn
=Ie

- r;
deltaE = 3;
deltaSE = 5 - r*2;

Pl ot Poi nt (di spl ay, wi n, gc, xc, yc, X, Y);
/* se cicla hasta trazar todo un octante */

while (x <)

X = x + 1;

if (p<0) { /* casol:
p = p + deltak;
deltaE = deltaE + 2;
del taSE = deltaSE + 2;

el se { /* caso2: pk+1

y - 1
p + deltaSE;
aE = deltaE + 2;

X, yC
X, yC
X, yC
X, yC
y.,yc
y.,yc
y.,yc
y.,yc

GC gc,

+y);
+y);
- Y)
- y)
+ X);
+ X);
- X),
- X),

GC gc,

int xc,

int xc, int yc, int

pk+1 = pk + del taEnuevo */

= pk + del taSEnuevo */

}
Pl ot Poi nt (di spl ay, wi n, gc, xc, yc, X, Y);

1.3 Algoritmos de Gener acién de Elipses

Expresado de forma ambigua, una elipse es una circunferencia alargada.

int yc, int x, int y)

r
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Por |o tanto, las curvas elipticas se pueden generar a modificar 10s procedimientos para el trazo de circunferencias
con el fin de considerar las diversas dimensiones de una elipse alo largo de los g/ es mayor y menor.

Una elipse se define como & conjunto de puntos en que la suma de las distancias desde dos posiciones fijas (focos)
sea la misma para todos | os puntos.

Si las distancias de | os dos focos desde cualquier punto P=(x,y) en la elipse se representan como d; y d,, entonces la
ecuacion general de una elipse puede expresarse como

d; + d, = constante

Al expresar d; y d, en términos de las coordenadas focales Fy = (X3,y1) Y F2 = (X2,y2) setiene

\/(X' x)" +(y-v.)" + \/(X X,)" +(y- ¥,)" = constante

Si elevamos a cuadrado esta ecuacion, aislamos el radical restante y luego la elevamos al cuadrado una vez mas,
podemos volver a expresar la ecuacion genera de la elipse en laforma

A+ By’ + Cxy+ Dx+ Ey+ F=0
donde los coeficientes A, B, C, D, E, y F se evallan en términos de las coordenadas focales y |as dimensiones de
los ejes mayor y menor de la elipse.
El gle mayor es el segmento de linea recta que se extiende desde unalado de la elipse a otra a través de | os focos.
El g/e menor abarcala dimension mas corta de la elipse, dividiendo en dos partes €l €/e mayor en la posicion
central entre |os dos focos.
1.3.1 Algoritmo Basico

Las ecuaciones de la elipse se simplifican, en gran medida, si se orientan 10s ejes mayor y menor para alinearse con
los gjes de las coordenadas, como se muestra en la siguiente figura.

y

Ye 17
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El parametro r, por convencion designa el eje mayor y el paréametro r, designa el /e menor.
La ecuacion de la elipse puede expresarse en termino de las coordenadas del centro de la elipse y los parametros ry
Yy ry, COMO

2 .2

a&x- X0 -y.0

(35) %0 @Y Yol o
8 rB @ % &

Al utilizar las coordenadas polaresr y g, también es posible describir la elipse en posicién estédndar con las
ecuaciones parametricas:

(36) X=Xc+ Ix COS(
y=Yct+rysing
Se puede aplicar consideraciones sobre |a simetria para reducir aun mas los célcul os.
Una elipse en posicion estandar es simétrica entre cuadrantes, pero a diferencia de la circunferencia, no es
simétrica entre |os dos octantes de un cuadrante.

De este modo, debemos calcular las posiciones de pixel alo largo del arco eliptico a través de una cuadrante,
entonces obtenemos por simetria las tres posiciones de |0s otros tres cuadrantes.

y

(-xy) /-/ry \\
Iy X
(%) )

1.3.2 Algoritmo de Punto M edio parala Elipse

(x.y)

El planteamiento que se utiliza aqui es similar a aquel empleado en el despliegue de una circunferencia.

Dado |os parametros ry, Iy, (X, Yo), Se determinalos puntos (x, y) para una elipse en posicion estandar centrada en
el origen y luego se altera los puntos, de modo que la elipse este centrada en (X, Ve).

Si se desea también desplegar |a elipse en posicidn no estandar, entonces se podria rotar sobre las coordenadas de
Su centro para reorientar |os gjes mayor y menor (algo que se vera mas adel ante en las secciones que contemplan
rotaciones).

El método de punto medio para elipse se aplicaalo largo del primer cuadrante en dos partes, de acuerdo a una
elipse con la pendiente ry < ry, COMO Se muestra a continuaci on.
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pendiente = -1

Se procesa este cuadrante tomando pasos unitarios en la direccion de x donde la pendiente de la curvatiene una
magnitud menor que 1 y tomando pasos unitarios en la direccién de y donde la pendiente tiene una magnitud
mayor que 1.

Lasregiones 1y 2 pueden procesarse de varias maneras.

Se puedeiniciar enlaposicion (0O, ry) y pasar en el sentido del reloj alolargo de latrayectoria elipticaen e primer
cuadrante, a alternar de pasos unitarios en x a pasos unitarios en y cuando la pendiente adquiere un valor menor
que-1.

De modo alternativo, se puedeiniciar en (ry, 0) y seleccionar puntos en el sentido contrario a de las manecillas del
relgj, alternando de pasos unitarios en y a pasos unitarios en x cuando la pendiente adquiere un valor mayor que -1.
(Con procesadores paralel os se podria calcular en forma simulténea | as posiciones de pixel en las dos regiones.)
Como en el ejemplo de unaimplementacion secuencial del algoritmo de punto medio, se tomalaposicion (0, ry) y
sepasaalolargo de latrayectoria de la elipse en el sentido de las manecillas del reloj através del primer
cuadrante.

Se define la funcion de una elipse con base en la ecuacién (35) con (X, Ye) = (0,0) como
(37) faipse(XY) = Iy X + 1,2y - 1,2 1,2 =0

Si un punto estaen € interior de la elipse, lafuncién de la elipse es negativa.
Esto se demuestra definiendo la funcidn para ese punto dentro de la elipse dado por::

faentealX, Ya) = 1y 5 + 17 ya® - 17 1y ?= p
fdentro(xy yd) - feiipse(xvy)
= (% + Yy’ - n?) - (% + Ry -nn %) =p-0
— TXZYdZ . rX2y2= p
dado que un punto dentro de la elipse significa que
rXZde< rXZyZ
entonces p < 0.

Delo contrario si el punto esta fuera de la circunferencia, p > 0.

Se resume las propiedades de |a siguiente forma:
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ag . 1<0, si(xy)estadentrodelafronteradelaelipse
(38) dipse(X.Y) =0, s (x,y) enlafronteradeladipse
1>0, s (xy)estafueradelafronteradeladipse

Asi lafuncion de elipse faipse(X,y) Sirve como un parametro de decision en el algoritmo de punto medio.
En cada posicion del muestreo, se selecciona el pixel siguiente alo largo de latrayectoria de la elipse de acuerdo
con el signo de lafuncidén de elipse evaluada en el punto medio entre los dos pixeles candidatos.

Al iniciar en (0, r,) se toma pasos unitarios en la direccion de x hasta que se alcanza la fronteraentre laregion 1y
laregion 2.

Entonces, se une |os pasos unitarios en la direccion de y sobre el restante de la curvaen el primer cuadrante.

En cada paso se necesita probar el valor de la pendiente de la curva.

La pendiente de la curva (latangente) se calcula a partir de la ecuacion (37) como

(39) dy/dx = - 21,5/ 2 1,y

En lafronteraentrelaregion 1y laregion 2 dy/dx =- 1
(dy/dx <-1 enlaregion 1y dy/dx >-1 enlaregion 2), y enlafrontera

(40) 2r,Xx=2rk
Por lo tanto, se mueve haciafuera de laregion 1 siempre que
(41) 21,23 21,y

En la siguiente figura se muestra el punto medio entre los dos puntos candidatos en la posicion de muestreo x, + 1
en laprimeraregion.

v @ O

] Q

Vi1 T/

X
k X +1

Si se supone que (X, Yi) Se selecciono en €l paso anterior, se determinala siguiente posicién alo largo dela
trayectoria de la elipse evaluando el parametro de decision (es decir, la funcién de elipse (37)) en este punto medio:

(41) PLe = faipseXic + 1, Y- 12) =1, 5% + 1)% + 1,2 (yie- 12) 2- 1,7 1y 2

Si plk <0, e punto medio esta dentro de laelipsey €l pixel enlalinea de rastreo y, esta mas cerca de la frontera
deladlipse

De otro modo, la posicién media esta afuera de la frontera de la elipse 0 sobre estay se selecciona el pixel enla
linea de rastreo yi - 1.

En la siguiente posicion del muestro X1 + 1 = X+ 2, €l pardmetro de decision paralaregion 1 se eval la como

PL1 = faipse(Xs1 + 1, Yie1- 1/2) =
=1, 204+ 1+ 1) 2+ 1% (Yier- 12) 2- 1,71, 2

PLley - pLlc=
=(r, 2%+ 1+ D)2+ 10,2 (Vier- U2) 2 - 1% 1,9 - (1206 + 1) 2 + 1% (V- V2) 2 - 1,2 1,9)
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=2 ryz(xk"' 1)+ ry2+ R [ Wea- 1/2) - (Yie- 1/2) 2]
(0]

(42) PLeer = PLo+ 21y %06+ 1) + 1y 2+ 1 [ (e~ 12) *- (- 12) ?]
donde yi+1 €syaseayi0 Yq- 1, dependiendo del signo de pl.
Los parametros de decision se incrementan de la siguiente forma:
S pl, <0, entonces Yi+1 = Yk Y
PLet = pLi+ 21,2 (X% + 1) + 1y 2= pLe + 21y X1 + 1y
S plc3 O, entonceSyi+1 =Vk- 1,y
PLet = Lo+ 21, 2% + 1) + 1y 2+ 1% [ (Y- 3/2) 2~ (k- 1/2) 2]
=pL+ 21,26+ 1) +1,2- 21,7y + 2
=plL+2 ryZXk+l + ryz' 21’ Yi+1
Al igual gque en el algoritmo de la circunferencia, los incrementos de | os parametros de decisién pueden calcularse
utilizando solo adicion y sustraccion, dado que los valores para los términos 2 r,*x y 2 r, %y también pueden
obtenerse en formaincremental.

Enlaposicioninicia (0, ry) los dos términos se eval Gan como

(43) 2r,x=0
(44) 2ry=2r2r,

Conforme se incrementan x y y, los val ores actualizados se obtiene al sumar 2 ry2 alaecuacion (43) y sustraer 21,°
de la ecuacion (44).

Los valores actualizados se comparan con cada paso y se mueve de laregion 1 alaregion 2 cuando se satisface la
condicién (40).

Enlaregion 1, el vaor inicial del pardmetro de decision se obtiene al evaluar la funcion de elipse en la posicion
del inicio (0, ry):

ply = feiipse(la ry- 1/2) =
=12+ (- U2) 2- 1%, 2
(45) =12 -1 ry+ Uar,?

En laregion 2, serealiza un muestreo en pasos unitarios en la direccion negativadey y, €l punto medio se toma
entre pixeles horizontal es en cada paso.

PN

Y

X X +1

En €l caso de estaregion, € pardmetro de decision se eval la como,
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P2 = faipse(Xc+ 1/2, Y- 1) =
(46) =12 (X + V27 + 1% (Y- D? - 1%y 2

Si p2y > 0, la posicion media esta fuera de la frontera de la elipse y se selecciona el pixel en laposicion x.
Si p2, £ 0, el punto medio esta dentro de la frontera de la elipse 0 sobre lamismay se seleccionala posicion de
pixel x+ 1.
Esto otra vez se demuestra definiendo la funcion para un punto dentro de la elipse dado por::
faomro(¥er Y) = Ty Xa* + 1,7y 2 - 11, 2= p
fdentro(xd' y) - feiipse(xvy)
= (%2 +nly?-rln?) - (% + -’ =p-0
=1, X2 -1y =p
dado que un punto dentro de la elipse significa que
ry?Xg < 1,2
entonces p < 0.

Delo contrario si el punto estafuera de la circunferencia, p > 0.

Para determinar larelacion entre | os parametros de decision sucesivos en laregion 2, se evallala funcion de elipse
en el siguiente paso de muestreo, Yi.1- 1 = k- 2:

(47) P21 = faipse(Xir1 + U2, Yiw1-1) =
=1y %Y1 + 12) 2+ 17 (V- 1) -1) 2 - 1%y 2
(0]
P21 - P2 =
= (12X + U2) 2+ 1% (V- D)-1) 2 - 121y ) - (1 206+ 12) 2+ 1% (Y- 1) 2 - 121y 9)
=1, (Kee1 + 1/2) 2- (% + 1/2) 2] - 21, 4(yic- 1) + 1,2
(0]

P21 = P2+ 1y? [ (X1 + 12) 2= (%+ 12) °] - 21 %(yk - 1) + 12
donde x+1 €syaseax,0 X+ 1, dependiendo del signo de p2.
Los parametros de decision se incrementan de la siguiente forma:
S p2 > 0, entonces Xu+1 = X, Y
P21 = P2%- 21 (Y- 1) + 1= p2i- 20 ey + 17
S p2 £ 0, entonces Xg+1 =X+ 1,y
P21 = P2+ 1y [ (%e* 312) 2- (it U2) 1- 212y - 1) + 1
= P2+ 21,2 (X + 1) - 210, 2(Y- 1) + 1,2
=p2+2 ryZXk+l 21,7 Vet re’

Cuando se capturalaregion 2, laposicion inicial de (Xo, Yo) Se toma como la ultima posicion seleccionadaen la
region 1y el pardmetro de decision inicial enlaregion 2 es

(49) P2 = faipe(Xot U2, Yo- 1) =1, % (%0 + 1/2) > + 1% (Yo- 1) *- 1, 1y ?
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Con €l propésito de simplificar el calculo de p2,, se podria seleccionar posiciones de pixel en el sentido del relgj
iniciando en (ry,0).

Asi, los pasos unitarios se tomarian en la direccion paositiva de y hasta la ultima posicién seleccionada en laregion
1

Es posible adaptar el algoritmo de punto medio para generar una elipse en una posicion no estandar a utilizar la
funcién de elipse de la ecuacidn (34) y calcular las posiciones de pixel en latrayectoria eliptica entera.

De forma alternativa, se pudierareorientar los ges de la elipse en una posicion estandar, utilizando |os métodos de
transformacion que se veran mas adel ante.

Si sesupone quer,, ry, y € centro de la elipse se dan en coordenadas de pantalla enteras, solo se necesita cél culos
incremental es en enteros con el fin de determinar val ores para los parametros de decisién en el algoritmo de punto
medio para las elipses.

Losincrementosr,?, %, 2r,2y 2r,® se evalan unavez en el inicio del procedimiento.

En los siguientes pasos se presenta una lista del resumen del algoritmo de la elipse de punto medio:

1. Secapturan €l radior,, ry y € centro de la circunferencia (x,y.) y se obtiene el primer punto de una elipse
centrada en el origen como
(Xo,Yo) = (0O,1r,), donde 2r,>x =0y 2,2y =2rlr,
2. Secadculael valorinicia del pardmetro de decision como
plo =ry%- 1 ry+ Uar,?”
3. Encadaposicion x, en laregion 1, iniciando en k=0, se efectlia la prueba siguiente:
S plc <0, e siguiente punto alo Iargo de Iaellpse centrada en (0,0) es
(%+LY) Y Plier = PLe + 21y Xie1 + 1y
De otro modo, el siguiente punto alo largo de la circunferencia es
(Xict1,yic-1) y pLls1 = plc +2 ryZXk+l + ryz' 21’ Yi+1
donde X1 =X+ 1Y Vw1 = Yk - 1
4. Seevaltael valorinicia del pardmetro de decision en laregidn 2 utilizando el ultimo punto (Xo, Yo) calculado
en laregion 1 como:
P2 =1, (X0 U2) 2 + 1,2 (Yo- 1) 2- 171,
5. En cadaposicidn y,, en laregion 2, iniciando en k=0, se efectlia la prueba siguiente:
S p2 > 0, e siguiente punto alo largo de la elipse centrada en (0,0) es
(KoYieD) Y P21 = P2 - 2 1 Vet + x>
De otro modo, el siguiente punto alo largo de la circunferencia es
(4L Y1) Y P2urs = P2 + 21y o1 - 21 Y + I
donde Xr1 =X+ 1Y Vw1 = Yk - 1
6. Se determinan puntos de simetria en |os otros tres cuadrantes.
7. Se mueve cada posicion de pixel calculada (x,y) alatrayectoria eliptica centrada en (x.,Yc) y se trazalos valores
de las coordenadas
X=X+Xe, Y=Y+ Ve
8. Serepiten los pasos paralaregion 1 hastaque 2 r,%x 3 2r1,°y.

Ejemplo

Dado €l radio de unacircunferenciar,=8y r,=6, se demuestra el agoritmo de la elipse de punto medio &
determinar las posiciones alo largo del primer cuadrante.

Losvaloresiniciales del pardmetro de decision son

2r,x=0 (con incremento 2 r,” = 72)
2rly=2r2r, (conincremento-2r,’ =-128)
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En el casodelaregion 1, € puntoinicial paralaelipse centradaen el origen es (Xo,Yo) = (0,6), y € vaor del
parametro de decisidn inicial es

plo =ry%-r°ry+ U4 r*=36-64*6 + 64/4=36- 384 + 16 = - 332

Los valores sucesivos del parametro de decision y las posiciones alo largo de latrayectoria de la elipse parala
region 1 (hasta2 ryx 3 2r,*y), se caculan mediante el método del punto medio como

K pl, (Xt 1,Yier 1) 2 ryZXk+l 21 Y1
0 -332 (1,6) 72 768
1 -224 (2,6) 144 768
2 -44 (3,6) 216 768
3 208 (4,5 288 640
4 -108 (5,5 360 640
5 288 (6,4 432 512
6 244 (7,3) 504 384

Los valores sucesivos del parametro de decision y las posiciones alo largo de latrayectoria de la elipse parala
region 2 se calculan teniendo como punto inicial (Xo,Yo) = (7,3), y parametro de decisién inicial:

P2 =1y %%+ U2)* + 1, (Yo- 1) - 11,
=36*(7+1/2)* + 64(3-1)° - 64*36
= 36%225/4 + 64* 4 - 64* 36 = 2025 + 256 - 2304 = -23

K P2y (Xt 1,Yier ) 2 ryZXk+l 21 Y1
0 -23 (8,2 576 256

1 361 (8,1 576 128

2 297 (8,0) - -

En la siguiente figura se muestran | as posiciones generadas en el primer cuadrante:

o000 .

._

OFRP,NWMAOIIO®

01234 56738

Laentrada para el siguiente procedimiento son las coordenadas para el centroy radios mayor y menor de la elipse.
Se generan las posiciones alo largo de la curva del primer cuadrante y luego se generan posiciones simétricas.

voi d Pl ot Poi nt (Di spl ay* display, Wndow win, GC gc, int xc, int yc, int x, int vy)

/* draw synmetry points */

XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc + X,yc + y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc - X,yc + y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc + X,yc - Yy);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, Xxc - X,yc - Yy);

}
voi d EllipseM dPoi nt (Di spl ay* di splay, Wndow win, GC gc, int xc, int yc, int rx, int ry)
{

int x, y, p, pXx, py;
int rx1, ry2, tworx2, twory2;

ry2 = ry*ry;
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rx2 = rx*rx;
twory2 = 2 * ry2;
tworx2 = 2 * rx2;

Pl ot Po} nt (di spl ay, wi n, gc, xc, yc, X, y);
= und(ry2 - rx2*ry + (0.25*rx2));

= twor x2*y;
|

while (px < py) { /* se cicla hasta trazar la regién 1 */
X =x + 1

=p +ry2 + px - py;
}
Pl ot Poi nt (di spl ay, wi n, gc, xc, yc, X,Y);
/* regi6n 2 */

p = round(ry2*(x+0.5)*(x+0.5) + rx2*(y-1)*(y-1) - rx2*ry2));
0;

e (y >0 { I* se cicla hasta trazar la regio6n 2 */

py = py -’tworx2;

=X + 1;
px = px + twory2;
=p +rx2- py + px

}
Pl ot Poi nt (di spl ay, wi n, gc, xc, yc, X,Y);

1.4 Algoritmos de Gener acién de Par dbolas
1.4.1 Algoritmo Basico de la Par dbola

El algoritmo bésico para una pardbola se da por la siguiente ecuacién, considerando que el origen es el punto
minimo de la parabola:

X=y

1.4.2 Algoritmo de Punto Medio para la Par dbola

Para aplicar el método del punto medio, se define una funcién de parabola como:
foara(Xy) = X - y2

Cualquier punto (x,y) en lafrontera de la parébol a satisface la ecuacion foaa(X,y) = 0.

Si el punto estaen €l interior de la pardbola, lafuncidn de la pardbola es positiva.

Esto se demuestra definiendo la funcién para ese punto dentro de |a pardbola dado por:

fdentro(xy yd) =X-VYd 2= p

fdentro(xy yd) 'prara(zxyy) = (X - Yd 2) - (X - yz) =p- 0
SY“-Ya =P
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Para un punto yq4, y> 0, y4 esta dentro del pardbola, o sea
y2 > Y 2
entonces p > 0.
Delo contrario si el punto estafuera de la circunferencia, p < 0.

Pararesumir, la posicion relativa se puede determinar al verificar el signo de la funcion de circunferencia:

1<0, s (xY) estafueradelafronteradelaparabola
foare(X) i=0, si (x,y) enlafronterade la parabola
1>0, s (xy) estadentrodelafronteradelaparabola

Las pruebas de funcidn de parabola de las condiciones anteriores se realizan para las posiciones medias entre los
pixeles cercanos ala trayectoria de la pardbola.

El parametro de decision en € algoritmo de punto medio se puede determinar en célculos incrementales como se
hizo en el algoritmo de la circunferencia.

Suponiendo que se acaba de trazar €l pixel en (X, Y«), en seguida se necesita determinar si €l pixel en la posicion
(% + 1, yi), oaquel enlaposicion (x + 1, yk+ 1) esta mas cerca de la circunferencia.
El paréametro de decision esla funcién de parabola evaluada en el punto medio entre esos dos pixeles.

Pe = fparaO + 1, Yo+ 1/2) = (X% + 1)- (yic+ 1/2)

Si px <0, el punto medio esta fuera de la circunferenciay el pixel en lalinea de rastreo y, esta mas proximo ala
frontera de la circunferencia.

De otro modo, la posicion media se localiza dentro de la frontera de la parabola o en estay se selecciona el pixel en
lalinea de rastreo y, + 1.

Los parametros de decision sucesivos se obtienen a utilizar calculos incremental es.
Se obtiene una expresion recursiva para el siguiente pardmetro de decision cuando se evalGa la funcién de parabola
en laposicion de muestreo X1 + 1 = X+ 2.

Prr1 = foaa(¥irr + L Yier + U2) = X1 + 1) - (Vi1 + 1/2) z
= [(% + D)+1] - (Yirs + 1/2) 2

Pt = Pe= (% +2) - Vet 12)?) - (K + 1) - (et 1/2)9)
= (X 2) - (Vi + 12) % (e + 1) + (Vi 1/2) 2
=X+ 2 Ve o Ve Yo X - LY Y+ Va
=1'Yk+12'Yk+1+Yk2+ Yk
= 1= (Yerr? - Yi?) - (Vierz- Y

Pert = Pt L= (Vier 2= V) = (Vieen - Vi
donde yi+1 esyaseayi0 Yk + 1, dependiendo del signo de py.

Los incrementos para obtener py.; se calculan segiin el signo de py
Si px es negativa, Vi1 = Yk
Pert = P (V- Y?) - (V- W) + 1
=pct 1
S px s positiva, Vi = Ykt 1
Pt = Pt 1= (e - %) - (et 1)- Vi)
=Pt L-(E+ 2+ 1- %) - (e + 1- W)
:pk+1'2yk'1'1
=p-2Ayw++1
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=Pk Y1t 1

El pardmetro de decisién inicial se obtiene al evaluar lafuncidn de circunferenciaen laposicion deinicio
(X0, Yo) =(0,0), Po =Foaa(1, UV2) =1-(U2)*=1-Ya=3/4
Puesto que todaos | os incrementas son enteros, se puede redondear ssmplementep, =1

Se puede resumir 1os pasos del algoritmo de la circunferencia de punto medio como sigue:

1. Seobtiene el primer punto de una parabola centrada en el origen como (Xo,Yo) = (0,0).
2. Secaculael vaorinicia del pardmetro de decisién comopy = 3/4 = 1.
3. En cada posicion x, iniciando en k=0, se efectliala prueba siguiente:
Si p £ 0, el siguiente punto alo largo de la pardbola centrada en (0,0) es
(1Y) Y Prer = P +1.
donde 2.1 = 2% + 2 Yy 2yk+l = Zyk
Si px> 0, el siguiente punto alo largo de la pardbola es
ALYk +1) Y Prrr = Px - 2Yke1 + 1,
donde 2%+ 1 = 2% + 2 Yy 2yk+l = Zyk + 2.
4. Se determinan puntos de simetria en los dos cuadrantes (x,y) y (X,-y).
5. Serepiten los pasos 3 y 4 mientras x£100.

Los valores sucesivos del parametro de decision y las posiciones a lo largo de la trayectoria de |a pardbola, paralos
primeros 10 puntos, son los siguientes:

(x,y) analitico k Pk (Xt 1,Yice 1) X1 2Yir1

) 0 1 1) 2 2
(2,1.412) 1 0 2.1) 4 2
(3.1.732) 2 1 (3.2) 6 4

42) 3 2 4.2) 8 4
(5,.2.236) 4 1 (5.2) 10 4
(6,2.449) 5 0 6.2) B 4
(7,2.646) 6 1 (7.3) 14 6
(8,2.828) 7 Z (8.3) 16 6

9.3) 8 3 9.3) 18 6
(10,3.162) 9 2 (10,3) 20 6

En la siguiente figura se muestran | as posiciones generadas en el primer cuadrante:
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El siguiente procedimiento despliega una parabola de rastreo utilizando €l agoritmo de punto medio.

voi d Pl ot Poi nt (Di spl ay* di splay, Wndow win, GC gc, int x, int y)

/* draw synmetry points */
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XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, X, Y);
XDr awPoi nt (di spl ay, wi n, gc, X, - y);

}
voi d Par abol aM dPoi nt (Di spl ay* di splay, W ndow wi n,
{

int x, y, p;
X = 0;
y = 0;
p =1

Pl ot P6i nt (di splay,w n, gc, X,Y);
/* se cicla hasta trazar todo un octante */
while (x <= 100)

{
X = x + 1;
if (p>0) {
y =y +1
p=p-2¢y +1
}
el se
p=p+1
Pl ot Poi nt (di spl ay, wi n, gc, X, y);
}

GC gc)



