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Einfithrung Seite 4

Fuzzy Logik

1 Einfiihrung

1.1 Fuzzy Logik - Was ist das?

Unscharfe Logik Die klassische Logik kann in der Praxis nicht angewendet werden.

1.2 ,,Scharfe* Logik - Klassische Aussagenlogik

Es gibt 5 Junktoren zur Verkniipfung von Aussagenvariablen:

’a\b\—'a\a/\b\a\/b\a:b\a@b‘
flf|w f f W A
flw|w f w w f
wi| | f f A\ f f
w|w| f w w w A

Priorititen: 1. -, 2. AV, 3. =, 4. &

Keinen Regeln beziiglich Transitivitdt A oder V, d.h. a A bV ¢ ist unzulédssig, da un-
klar ist, ob (a A b) V ¢ oder a A (bV ¢) gemeint ist.

Logischer Wert von Ausdriicken wird mit Hilfe von Wahrheitsstufen ermittelt.

z.B. (aANb) Ve
la|b|c|(@Ab)]|(aAb)Vc]
f|f|f f f
f|f|lw f W
flw|w f W
w|f|f f f
wi|f|w f w
w|w|f w w
wlw|w w w

Tautologie: Eine Aussage heifit allgemeingiiltig, wenn sich fiir alle Kombinationen der
Eingangsgrofien das Resultat ,,wahr* ergibt.
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2 ,,Scharfe Mengenlehre - Klassische Mengenlehre

Eine Menge M (nach Cantor, 1845-1918) ist die Zusammenfassung von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

»Scharfe* Mengen (crisp sets) konnen auf folgende Arten definiert werden:
o A=1{1,378}

o M = {z|P(x)} Menge aller x mit der Eigenschaft P(x)
z.B. G = {z|x ist gerade}

e Die Reihenfolge der Elemente einer Menge ist ohne Bedeutung
e Dasselbe Element darf nicht mehrfach vorkommen
e Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Element enthalten

e Eine Menge darf sich nicht selbst enthalten

Teilmenge (Untermenge) Wenn fiir jedes © € A gilt © € B, dann ist A Teilmenge
von B (A C B). Wenn A # B, ist A echte Teilmenge.

Leere Menge - Nullmenge () enthilt kein Element (Leere Menge) und ist Unter-
menge jeder beliebigen Menge M.

Potenzmenge Enthilt M n Elemente, dann setzt sich die Potenzmenge P(M) aus
allen 2" Untermengen von M zusammen.

Beispiel: M = {z,y, z}
PM) = { {}, {x}, {v}, {z}, {x vh {x 2h {y, 2}, {x, v, 2} }

2.1 Mengenoperationen - Mengen-Algebra
Vereinigung: AUB={z|lr € AV € B}

Durchschnitt: AN B ={z|lzr € ANz € B}
Differenz: A\ B={z|lr € ANz & B}

Symmetrische Differenz: AA B=(AUB)/(ANB)
=zl(r€e ANz g B)(x € BAx ¢ A)

Produkt von Mengen: A x B
A= a1,0a9, ..., Ay, B= bl,bg, ceey bm
AXxB= {(alybl)a (Cll,bg), L) (alabm)a (a27bl)a L) (anybm)}
AxB={z|lr=(ac Abe B)}

Komplement A: A = {z|lr € GAx & A}

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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3 Fuzzy-Mengen - Unscharfe Mengen

Klassische Menge (Bsp. Verdienst)

L

Joope 1000 0 £

Tatsiichlich unscharfe Abgrenzung, flieBende Uberginge

\r - \
AN

- S L »
igooe 1o0000¢€ 300 & Aom00 £

b b

\

Ein Element einer unscharfen Menge kann nur teilweise zu dieser Menge gehoren.

Bei ,Scharfe Mengen* gehort ein Element entweder zu Menge A oder nicht. Dies kann
durch eine sog. Zugehorigkeitsfunktion p4(x) folgendermaflen ausgedriickt werden:

0 firzg A
MA(x)_{l firzre A

D.h. ,scharfe Mengen“ sind durch zweiwertige Zugehorigkeitsfunktionen gekennzeichnet.

Fiir ,unscharfe Mengen* (Fuzzysets) gilt dagegen:

e s14(x) kann alle reellen Werte in [0, 1] annehmen
o L4(x) ist der Zugehorigkeitsgrad, der fiir jedes x € G angegeben wird

e Eine Fuzzy-Menge A iiber der Grundmenge G kann beschrieben werden als A =

{(z, pa(x))]x € G}

e Bei endlicher Zahl von Elementen x mit ps(z) > 0 ist eine Darstellung durch
geordnete Paare sinnvoll, z.B. A = (1, pa(x)1), (2, pa()2), ..y (Tn, ppa(z)n)

Beispiel.: A = {gegen Jahresmitte} tiber G = {Jan, Feb, Marz, ..., Dez}

Dann konnte A etwa folgendermaflen aussehen:

A = {(Apr,0.1),(Mai,0.5), (Juni, 1.0), (Juli, 1.0)}
(Sicht des Prof. bez. Abgabetermin)

A = {(Aug,0.1), (Sept,0.2), (Okt,0.3), (Nov,0.4), (Dez,0.5)}
(Sicht des Studenten)

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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Fazit Festlegung oder Ermittlung von Zugehorigkeitsgraden ist nicht Gegenstand der
Theorie der Fuzzysets. Zugehorigkeitsgrade sind unter Beriicksichtigung des Anwen-
dungsgebietes und der zu losenden Fragestellung in der Regel von Experten festzulegen.

3.1 Wichtige Unterschiede zu scharfen Mengen

e Eine Fuzzy-Menge enthilt stets alle Element der Grundmenge G (zur besser Uber-
sicht werden Elemente mit = 0 nicht aufgefiihrt)

e Die leere Fuzzy-Menge hat daher genau so viele Elemente wie die Grundmenge
G, wobei der Zugehorigkeitswert aller Elemente 0 ist (Die klassische Leere Menge
enthélt dagegen kein Element)

3.2 Fuzzy-Mengen iiber Grundmengen mit unendlich vielen
Elementen

Beispiel.: G = {z|lzr €e R Az > 0}

Es sein A = {z|r =~ 1,5}
A wird i. d. R. durch einen Graph der Zugehorigkeitsfunktion reprisentiert

Mm% PR
A 11
, + 3 / X
g o o g Singeltons
ol A,{!}A
1 A o ~
/ \
/ 11
0' ral - \ 3
15 0 45

Beispiel: G = {z|zr e XAz > 0}

G = {z|z ist Jahreseinkommen}
A(z) ={z|x € G AN x recht groBi}

palX) 4
4--

/..f"

_ ;
0 100000 &

N
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Obwohl Elemente von G eigentlich diskret sind, wird hier x wie eine stetige
Grofle behandelt.
(Wegen des extrem geringen Abstands zwischen den einzelnen Singletons)

pl®)
k !
-
1L,
ol 15 a8 IO 24

Beispiel: G = {z|z ist Geschwindigkeit}
A = {z|x = niedrige Geschwindigkeit}

Al
4-

N\

30 ki

4 Zugehorigkeitsfunktionen: Mathematische Darstel-
lung

4.1 Grundmuster

s
]

LT Linearer Anstieg:

(2) = 0 firez <
HAWL) = 2=a gy o <z <m
" m—cCy

) “X

ple)

AT~ Linearer Abfall:
l
: % firm <z <e
. pale) =4 o

| H bl Ur © > ¢y
[7) " Cy ¥
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Symmetrisch, Triangulér:

0 fire <m-—c
2=m=9)  firm—c<z<m
MA<x): Lcc—x fii < r<
- urm<zrx<m-+4c
> 0 firx >m+c
oder

(z) = 0 fir |z —m| > ¢
HAWE) = 1 — a=m fir [x —m| <c¢

c

4.2 Grundmuster fiir glockenférmige Zugehorigkeitsfunktionen

Al
APr=r==n
! F&or gr;'ﬁere k
:
1
: A
0' m-c m mac i’
0 fir |[x —m| > ¢
Ansatz: pa(z) = 7,6[ 1 2,%}
e Llesle=mD® 2 fiir [z —m| < ¢

Uberpriifen der , kritischen Punkte®:

k|t 1
[ /,LA(m> = e k[(cflo‘)Q C2j| = eik(c%ic%) = 60 — ]_

Fuzzy-Kurven konnen nun durch die einzelnen Grundmuster abschnittsweise definiert

werden.

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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5

Weitere Definitionen
Betrag eine Fuzzy-Menge: [A| =Y, cq pa(z;)

Trager einer Fuzzy-Menge: S(A) oder supp(A) (support) ist die Menge aller
Elemente aus A mit pa(x) > 0, d.-h. S(A) = {(x;, pa(x;))|palz;) > 0}

Toleranz: T(A) der tol(A) ist die Menge der Elemente mit Zugehorigkeitsgrad 1
T(A) = {(i, pa(wi))|pals) = 1}

Alpha-Level-Menge (a-Level-Menge): A ist die Menge der Elemente mit
Zugehrigkeitsgrad > «, d.h. A, = {(z;, pa(z;))|pa(x;) > o}

Gleichheit von Fuzzy-Mengen: A = B < pa(x) = ug(x) Ve € G
(identische Zugehorigkeitsgrade)

Untermengen: A ist Untermenge von B, wenn Vz € G, ua(x) < pp(zx) ist,
AC B <& pa(x) < pug(r) Ve e G

1

0 >

Komplement von Fuzzy-Mengen: Es sei A = {(z, ua(z))|z € G}
Dann ist A = {(z, pa(x))|pa(z) =1 - pa(r) € G}

w

Beispiel: G = {a,b,c,d, e}
A ={(a,0.5),(c,0.1),(d,1.0) }
E ={a,0.5),(c,0.9)}
A={(a,05),(c,0.9)} # A

= Fehler, da auch bei Fuzzy-Mengen A=A gilt!

( ), (b,1.0), (¢,0.9), (e, 1.0)}

Richtig: {(a,0.5
{(a,0.5), (

sl |
I
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5.1 Modifizierer: Konzentration / Dilatation

Modifizierer sind Operatoren, die einen Wahrheitswert (Zugehorigkeit J/N) nicht grund-
sitzlich dndern, aber ihn in gewisser Weise beeinflussen.

Beispiel: Menge der guten Diplomanten

Durchschnittsnote | 1.0 | 1.3 | 1.7 [ 2.0 | 2.3 | 2.7
| |

7]130]>30
Zugehérigkeit | 1.0 [ 1.0]0.9 [ 0.8[0.6 | 0.2 | 0.1

3.
01] 0

Begriffliche Verstiarkung: Sehr gute Diplomanten (Menge A+)

1.7[2023[27]30[>30
08[05/02] 0] 0] 0

Durchschnittsnote ‘ 1.0 ‘
|

1.3
Zugehorigkeit ‘ 1.0 | 1.

0]
Fiir alle Elemente gilt pa. () < pa(z)

= A+ ist Untermenge von A (A+ C A), d.h. durch die begriffliche Verstéarkung wird
eine Teilmenge der urspriinglichen Menge gebildet.

Begriffliche Verstiarkung = kleinere Zugehorigkeit
Diesen Effekt erreicht man auch durch die Bildung von (pa(z))"

= Konzentrationsoperator Kon, A = {(z, pa(x)")|x € G}

ohne Angabe von n wird iiblicherweise n = 2 angenommen.

Kon A= {(z,ua(z)?) |z € G}

Beispiel: Menge der guten Diplomanten

Durchschnittsnote | 1.0 | 1.3 | 1.7 2.0 2.3 2.7 3.0 > 3.
A 1.0 10| 0.9 0.8 0.6 0.2 0.1 0
HEon A 1.0]1.0| 0.81 | 0.64| 0.36 0.04 0.01 0
KUKon, A 1.0 ] 1.0 | 0.656 | 0.41 | 0.1296 | 0.0016 | 0.0001 0

Die Umkehrung, d.h. begriffliche Abschwichung fiihrt zu gréfleren Zugehorigkeiten. Zur
Bildung einer Obermenge: A

AbschwdchungA_

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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= ACA—, dh pa(2) > pa(z)

Die Abschwéichung kann mit Hilfe des Dilatations-Operators nachgebildet werden,
dil,A = {x, {Jpa(x)|x € G}

ohne Angabe von n wird 2 angenommen:

dil A ={x,\/pa(z)|lx € G}

Beispiel: Menge der guten Diplomanten

Durchschnittsnote | 1.0 | 1.3 | 1.7 2.0 2.3 2.7 3.0 | > 3.0
A 1.011.0] 0.9 0.8 0.6 0.2 0.1 0
Hdil A 1.0 1.0 0.949 | 0.894 | 0.775 | 0.497 | 0.316 0
A

5.2 Ultra-Fuzzy

Fuzzy-Mengen, bei denen die Zugehorigkeitsgrade ebenfalls unscharfe Zahlen sind.

4@_ 4“\ |
0 0 > 0+

s’ﬁir'la.r.‘f I \CUZZy

Wegen fehlender mathematischer Grundlagen in der Praxis nicht angewandt!

6 Rechenoperationen fiir Fuzzymengen

6.1 Vereinigung und Durchschnitt von Mengen

Es sei A = {(z,pa(z)|z € G} und B = {(x, up(x)|z € G}

Dann wird definiert:

AUB= {(x,uAuB(x))lﬂc € G} mit ,UAUB(*%) = max(ﬂz‘hﬂB)
ANB = {(x,,LLAﬂB(;U))|x € G} mit ,uAﬂB(x) = min(MAauB>

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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Beispiel: G = {a,b,c,d,e, f}
A= {(a,1.0), (5,0.7),(d,0.2), (f,0.5)}
B = {(5,0.5), (¢, 1.0), (d,0.9), (¢,0.6)}
AU B = {(a,1.0),(,0.7), (¢, 1.0), (d,0.9), (¢,0.6), (f,0.5)}
ANB={(,05),(d,0.2)}
4
0
6.2 Distributiv-Gesetze fiir Fuzzy-Mengen
AU(BUC)=(AuB)UC
ANn(BNC)=(AnB)nC
Beweis fir AN (BNC)=(ANB)NC (fir min- / max-Operatoren)
& min(pa, maz(pp, pe)) = maz(min(pa, pg), min(pa, pic))
Beweis durch Betrachtung aller Félle:
Fall | maz(pp, pe) | min(pa,2) | min(pa, pp) | min(pa, pc) | maz(4,5)
Ha 2 B 2 o KB KB KB He B
Ha 2 po 2 UB He He KB He He
KB = fta 2 po KB HA Ha e Ha
KB = o 2 Ha KB HA HA HA HaA
P = A = B po P KB pa KA
He 2 1B 2 [a He HA HA HA HA

Spalte 3 (3) und Spalte 6 (6) stimmen {iberein

6.3 Alternative Definitionen fiir N und U (t-Norm, s-Norm)

e min-, max-Operatoren sind eine Moglichkeit die Verkniipfungen N und U zu reali-

sieren

e Allgemein benutzt man 2 Abbildungsfunktionen s und t: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1], aus
denen sich die Zugehorigkeitsgrade von N und U ergeben nach panp = t(pa, 1p)

und paup = S(NA> MB)

e t und s bezeichnet man als t-Norm und s-Norm, bzw. t-Conorm

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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6.3.1 Eigenschaften

t(z,y) =t(y,x) ; s(z,y) = s(y,x) Kommutativitat
t(z,t(y, 2)) = t(t(z,y),2) ; s(x,s(y,2)) = s(s(z,y),z) Assoziativitéit

( = (x,1) =1 Spezielle Operationen
t(z,0)=0; s(z,0))z mit 0 und 1

Fir x <w und y < z folgt t(x,y) < t(w, 2) und s(z,y) < s(w, 2)

Fiir alle t- und s-Normen gilt:

min(x,y) > t(x,y) Vt
maz(z,y) < s(z,y) Vs

6.3.2 Alternative Definitionen (Auszug)
ANB = {(z,u AN B)|x € G}= logisches UND

e min-Operator AnB = Minfla, Mupg

e algebraisches Produkt pans = algp(pa, pg) = fa - pip

e beschriankte Differenz pans = besd(pa, pp) = max(0, pa + pp — 1)
pa fir pp =1

e drastisches Produkt pans = drap(pia, pp) =< pp fir pg =1

0 sonst

Beispiel:  Gesucht ist ein kostengiinstiges (K) und farbenfrohes (F) Bild fiir die
Geschiftsraume: Sei G = { By, By, Bs, By, Bs}

H LK ‘ LE H min ‘ algp ‘ besd ‘ drap
B1| 08 | 0,8 || 0,8 | 0,64 0,6 0
B2| 05|09 || 05 | 0,45 0,4 0
B3| 0,77 1 0,94 || 0,77 | 0,7238 | 0,71 0
B4 | 0,73 10,99 || 0,73 | 0,7227 | 0,72 0
B5| 1,0 | 0,2 || 0,2 0,2 0,2 | 0,2

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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AUB = {(z, (AU B)|z € G}= logisches ODER

e max-Operator LhAuB = MATa, MUR

algebraische Summe pavs = algs(pa, ip) = pta + tip — pia - /1B
=1—(1—pa) (1 —pp)

e beschriankte Summe pavs = bess(pia, pp) = min(1, pa + up)
pa fir pp =0

e drastische Summe pans = dras(pa, pp) = ¢ pp fiir pa =0
1 sonst

6.4 Kompensatorische Operatoren

Weder UND- noch ODER-Verkniipfungen entsprechen héufig den Anforderungen eines
speziellen Problems. Nachbildung der subjektiven Einstellung mittels kompensatorischer
Operatoren: A-Operator und ~-Operator

6.4.1 A-Operator
parg = A pians + (1 = Npaup fir 0 <A <1

R SR

.
!

ODER un¥D

A = 0= ODER-Operator
A =1= UND-Operator

At paxg = A min(pa, pp) + (1 — ) max(pa, up) Komparator
Aai paxp = A algp(pa, pp) + (1 — A) algs(pa, us) Algebraisch

Mo: piaxp = A besd(pa, pp) + (1 — X) bess(ua, ) Beschrankt

Aa: paxs = A drap(pa, pg) + (1 — X) dras(pa, us) Drastisch

Beispiel:  Gesucht wird ein dunkles schnelles Auto

Nr ‘ Farbe ‘ Wmax ‘ Ndunkel ‘ Nschnell

1 | dunkelblau | 170 0,9 0,4
2 rot 280 0,3 1,0
3 weifl 120 0,0 0,2

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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UND min ‘ algp ‘ besd ‘ drap

04 036 0,3 | 0,0
031031 03] 03
0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0

A= 1 0,75 | 0,5 | 0,25

0

0,40 | 0,525 | 0,65 | 0,775
A 0,30 ] 0,475 | 0,65 | 0,825
0 0,005 0,10 | 0,150

0,9
1,0
0,2

0,36 | 0,505 | 0,65 | 0,795
Ao 0,30 ] 0,475 | 0,65 | 0,825
0 (0,005 0,10 | 0,150

0,94
1,0
0,2

0,30 | 0,475 | 0,65 | 0,825
X 0,30 | 0,475 | 0,65 | 0,825
0 [0,005|0,10 | 0,150

1,0
1,0
0,2

0 [0,250 | 0,50 | 0,750
A 0,30 | 0,475 | 0,65 | 0,825
0 [0,005|0,10 | 0,150

6.4.2 ~-Operator

1- 1- .
fLavB = [Lang * [op oder fy s - iy fir 0 <A <1

el et

Uwp ODER

Vi payp = min(pa, pp)' 7 - max(pa, pp)?
Yoo fays = algp(pa, pp)' 7 algs(pa, pp)”
7 bess(pa, pp)?
~7- dras(pa, pg)?

Vo- HAvB = beSd(NAaNB>1
)

Ya:  prays = drap(pa, ps)?t

Beispiel:  Anwendung des y-Operators:

1,0
1,0
0,2

v= 1 07| 05 0250
04 | 0,49 | 0,60 | 0,73 | 0,9
v 03041 | 055 | 0,74 | 1,0
0 0 0 0 |02
0,36 | 0,458 | 0,582 | 0,739 | 0,9
Ye 0,30 | 0,405 | 0,548 | 0,740 | 1,0
0 0 0 0 10,2
0,3 | 0,41 | 0,55 | 0,74 | 1,0
v 03] 041 | 055 | 0,74 | 1,0
0 0 0 0 10,2
0 0 0 0 |10
v 030] 041 | 05 | 0,74 | 1,0
0 0 0 0 10,2

Komparator
Algebraisch
Beschrinkt
Drastisch

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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Fazit:
e Qualitativ gleiche Ergebnisse bei der Anwendung von A und

e ~-Operator wir haufiger verwendet

7 Fuzzy-Relationen

Gegeben: 2 klassische (scharfe) Mengen X und Y,
X ={z1,29, ..,z } Y ={y1, Y2, .-, Ym}

Kartesisches Produkt

X xY = {(xbyl)a (xla y2)7 ceey (xla ym)a (x27y1)7 ceny (xna yl)7 ceey (xna ym)}
Klassische Relation

Aus Kartesichem Produkt werden nur die Paare aufgenommen, die in einer Relation
zueinander stehen:

ny = {(l‘,y)|$ € Xay € Kny}

Beispiel: X ={2,3,5}, Y ={6,9,10,11, 13}
R,, = X ist Teiler von Y

1. Schritt: Kartesisches Produkt

X xY ={(2,6),(2,9),...,(2,13),(3,6), ..., (3,13),(5,6), ..., (5,13) }
2. Schritt: Herausfiltern der Paare die R,, erfiillen

R ={(2,6),(2,10),3,6),(3,9),(5,01)}

Fuzzy-Relationen

Es handelt sich um unscharfe Relationsvorschriften der Art:
e x liegt in der Néahe von y
e x ist befreundet mit y
e kann gut mit y zusammenarbeiten

Fuzzy-Relation enthélt alle Kombinationen des kartesischen Produkts. Die Relationsvor-
schrift wird von den Elementpaaren mit einem Grad u(x,y) € [0, 1] eingehalten (erfiillt).
Diesen Wert bezeichnet man als Possibilitdt.

Notation: R = {((z,y), ur(z,y))|z € X,y € Y}

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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7.1 Verdeutlichung von Relationen

Posibilitatsfunktion iiber unendliche Fuzzy-Relationen

)
X
b2
Pfeildiagramm
e - a
x Y
Matrixdarstellung
Yi y
] e ) Bty
|

Beispiel:  Einkommen in EUR in Gruppe X: {1350, 2800, 1620, 2060}
Einkommen in EUR in Gruppe Y: {2800, 2000, 6000, 3300, 4000}

Relation: x verdient nur halb so viel wie y: Relationenmatriz

2800 | 2000 | 6000 | 3300 | 4000
1350 | 1,0 | 05 | 0,0 | 0,6 | 0,1
2800 | 0,0 | 0,0 | 0,8 | 0,0 | 0,1
1620 0,7 | 02 | 0,0 | 1,0 | 05
2060 | 0,3 | 0,0 | 0,0 | 0,5 | 0,9

7.2 Komposition von Fuzzy-Relationen (Verkettung)

Beispiel:  (fiir scharfe Relationen)
Rigy:x<y,Roy.:y<z,Rz,,:x<z

Dann gilt:
(x<y)AN(y<z)=(r<z2)
(x,y) € Ri A (y,2) € Ro = (x,2) € Ry
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R3 ist Komposition von R; und Ry: R3 = Ry x Ry
e Reihenfolge ist in der Regel wichtig, d.h. Ry x Ry # Ry * Ry

e Nicht alle Relationen lassen Kompositionen zu

Beispiel: Ry :x #y; R 1y # 2
R3 = Ry x Ry macht keinen Sinn denn aus x # y folgt nicht
x#z (Bsp:x=3,y=4,2=23)

Betrachtung der Verhéltnisse beim Kompositionsschluss mit Fuzzy-Releationen:

R: Yam o omen oo maranneYim 52!4-.___3‘(____1
il - .ol
; (' //‘/ e %
_ o : ;
RHQ/ --------- 3 : :
: o | ;
: 1 1
: ! |
H '
H 1
: '
!
Yo

Beispiel:  x verdient halb so viel wie y
y verdient doppelt so viel wie z
= R3 = Ry * Ry: x verdient so viel wie z!

Ry(x;, z1) =[Ri (24, y5) N Ra(y1, 2]
VIR (75, y2) A Ra(ya, 21)]

VIR0 ) A Ratim, 22)

e Fiir V (ODER) benutzen wir max-Operator

e Fiir A (UND) benutzen wir min-Operator (oder algp)

= max-min-Kompensation
[RyxRy (T 21) = maz(min(pg, (Ti, y;), ry (Y5, 2¢))) fir 1 <7 <m

Praktisches Vorgehen

Ra Rl K 3 R G
R SRR
; T S |
k -B-55—+8 B B
e Min ! 1 q': | |
8% o_ B 4
max —>
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Beispiel:  R;: verdient halb so viel wie y

2800 | 2000 | 6000 | 3300 | 4000
1350 | 1,0 | 05 | 0,0 | 0,6 | 0,1
2800 | 0,0 | 0,0 | 0,8 | 0,0 | 0,1
1620 0,7 | 02 | 0,0 | 1,0 | 05
2060 | 0,3 | 0,0 | 0,0 | 0,5 | 0,9

Ry: v verdient doppelt so viel wie z

1700 | 1000 | 2300
2800 | 0,6 | 0,1 | 0,0
2000 | 0,0 | 1,0 | 0,0
6000 | 0,0 | 0,0 | 0.8
3300 | 0,9 | 0,0 | 0,0
4000 | 0,6 | 0,0 | 0,1

R3: x verdient genau

so viel wie z

1700 | 1000 | 2300
1350 | 0,6 | 0,5 | 0,1
2800 | 0,1 | 0,0 | 0,8
1620 | 0,9 | 0,2 | 0,1
2060 | 06 | 0,1 | 0,1
Nebenrechnung
e, z) 1,005 00 06 0,1
0,6 0,0 00 09 06
0,6 0,0 00 06 0,1
W, z2) 1,0 05 00 06 0,1
0,1 1,0 0,0 0,0 0,0
0,1 0,5 00 0,0 0,0
e, z3) 1,005 00 06 0,1
0,0 0,0 0,8 0,0 0,1
0,0 0,0 0,0 0,0 0,1

Ergebnisse bei Verwendung von algp

1700

1000

2300

1350
2800
1620
2060

0,60
0,06
0,90
0,54

0,50
0
0,20
0,03

0,01
0,64
0,05
0,09
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8 Unscharfes Schlieflen / Fuzzy Reasoning

Ausgangspunkt: Zusammengesetzte logische Ausdriicke

Der Wahrheitswert p(Aussage) (0 < g < 1) muss sich aus der den Wahrheitswerten der
atomaren Aussagen ergeben.

Bisher bekannt: V ODER, A UND, = NEGATION
p(—a) =1 — pfa)
pla A b) =min(u(a), u(d)) FEs sind hier auch andere
p(a Vv b) = maz(pu(a), u(b)) t- und s-Normen maglich

Problem: a =107
Ansatz:  a=0b < (-aVb)= ula="b)=p(-aVb)=maxr(l— u(a), b))

(aVd) < (—a=0b),dh plavd)=pu(-a=0b)=max(l—(1— pu(a),ub))
= maz(p(a), (b))
(aVbd) < (aVb)A(aV -a)
& aV(bA-a)
s aV (b= a)
& —a= (b= a)

dann gilt (mit Wahrheitswerten arbeiten):

pi(a v ) = maz(p(a), p(—~(b = a))
= maz(p(a),1 — p(b = a))

= max(u(a),1 —max(l — u(b), p(a)))

Vv b) = maz(p(a), u(b))

1—p(b) > pla) :
)i p(aVb) =mazx(u(a),l —p(a)) T Wiederspruch

1= p(b) < p(a) :

==
Q

D.h.: Die Definition p(a = b) = max(1 — p(a), (b)) ist untauglich.
Konsequenz: Formel fiir u(a = b) ist logisch nicht zu begriinden.

Héufig verwendet wird: p(a = b) = min(u(a), u(b)) (Mamdani)

8.1 Beispiel fiir unscharfes Schlief3en

Wissensbasis:

1. Dass es sich um einen Lieferwagen mit Schiebedach und GPS handelt, ist duflerst
unwahrscheinlich.
(Wahrheitswert a << 1)

2. Dass der Wagen iiber 10 Jahre alt ist oder GPS hat, ist wahrscheinlich
(Wahrheitswert 5 > 0.5)

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep



Unscharfes Schlieen / Fuzzy Reasoning Seite 22

3. Sehr wahrscheinlich ist es ein Lieferwagen oder er ist hochstens 10 Jahre alt
(Wahrheitswert v > 3)

4. Mit an Sicherheitgrenzender Wahrscheinlichkeit ist es ein Lieferwagen
(Wahrheitswert = 0, 98)

Atomare Ausdriicke:
ap: Es ist ein Lieferwagen
a;: Alter > 10 Jahre
as: Wagen hat Schiebedach

az: Wagen hat GPS

= Wissensbasis:
1. ag Nas Nasz, o
2. a1 Vas, 3
3. mag V —ay, 7y

4. ag, 0,98 |a < B <7y

8.2 Possibilistische Resolution

Annahme: « =0,1; #=0,8; v=0,9

Tag V ay = p(=ag V —ar) = max(l — p(ag), 1 — p(ar)) = 0,9
= max(0,0Q, 1-— /’L(al)) = 079 = 1— ,U/(a1> = 079
= :u’(al) = 071

p(ar Voas) = maz(u(ar), u(as)) = 0,8 = max(0, 1; u(as)) = 0,8
= M(ag) = 07 8

plag Aag A ag) = min(,)u(ao), p(az), u(as)) = min(0.98, u(asz),0.8) = 0,1
1

= taugt alles mix, gieb im besten Fall untaugliche Ergebnisse, im schlimmsten Fall
Kollisionen (Wiederspriiche)
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9 Fuzzy-Control / Fuzzy-Regelung

Abarbeiten von WENN-DANN-Regeln, wie z.B.
+Wenn Geschwindigkeit hoch und Abstand gering, dann bremse stark"
.Wenn Badewasser kalt, dann Warmwasserhahn voll aufdrehen“

Allgemein: WENN Priamisse DANN Konklusion

Ziel: Aus der Verarbeitung solcher WENN-DANN-Regeln ein Ergebnis abzuleiten,
welches das Verhalten ein Systems bestimmt.

Beispiel:  Notenfindung, d.h. Zuordnung von Punkten einer Klausur zu Noten

Regeln: WENN Pkt > 96 DANN Note = 1 pgg = 1
WENN Pkt = 84 DANN Note = 2 pugy =1
WENN Pkt = 72 DANN Note =3 7 =1
WENN Pkt = 60 DANN Note =4 pugyg =1
WENN Pkt < 48 DANN Note =5 s =1

Konkrete Fragestellung: Welche Note gebe ich bei 93 Punkten

Problem:

1. Festzulegen ist, wie aus konkretem Punktwert die Zugehorigkeiten pgg, piga, ---, fas
zu bestimmen sind: Fuzzifizierung

PN

84

2. Wie wird aus g, tga, ---, ftag die Zugehorigkeit zu Noten bestimmt. = puq, po, ..., 5

3. Das Ergebnis (ndmlich die Zugehorigkeiten iy, ..., i5) muss in em eine konkrete
Note umgesetzt werden: Defuzzifizierung

9.1 Ablauf
?U}EY‘Coufm[{gr
E"‘_‘_’o“‘"’ab - ‘U\Futn N
%Fgﬁem %
Iy N I S V. TN ”
. iy . : ;\ & u.s%qu__
;;;..S : ' :1 E ars e -
: M'é . : B -
*in 7| 5':\ _A‘ﬂ.._.) Wewn. .. —lih_'l_-.__) R A
g Dann... S 4
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Details an konkretem Beispiel

1. Fuzzifizierung der Punktwerte:
y]

4

7] : 10 ' 0 €0 zo %l49p > Puntete
In der Regelungstechnik vorteilhaft (und meist benutzt): Uberlappung der Zugeho-
rigkeitsfunktionen in der hier gezeigten Art, d.h. Basis-Breite = 2 - Spitzenabstand.

2. Berechnung von Zugehérigkeitswerten fiir z.B. p = 93 Punkte
g = oo = pir2 =0
Hgq = 0725 y HMoe = 0775

3. Inferenz: Aberbeiten der Verarbeitungsregeln

e Wahrheitswerte der Priamissen werden ermittelt und diese auf den Verlauf
der Zugehorigkeitsfunktionen der Konklusion angewandt.

e Bewertete Zugehorigkeitfunktionen werden zu einer Ergebnisfliche zusammen
gefasst.

Konkret: Zugehorigkeitsfunktionen zu Noten erforderlich:

WENN PUNKTE > 96 DANN NOTE = 1;
tos = 0,75 — pq mit 0,75 bewerten

WENN PUNKTE > 96 DANN NOTE = 1;
tsg = 0,25 — po mit 0,25 bewerten

T Mu (£ plkation
wmet Be.w:,r-f‘w\%
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Allgemein:
A
_____ .% _“'.".-_/ =
Konlklusion KoniLusiom

Préme t
s { Moax. Mins taferemz) (Mox « Pod- [nferent)

Ergebnisfléche:

t Y ' 7
1 7 & 3
Max - Min - ]u.fc.q,..,-;

4. Defuzzifizierung

e Aus Gesamt-Ergebnisfliche muss jetzt ein einzelner Eregebniswert abgeleitet

werden
e kann nach verschiedenen Methoden erfolgen

(a) Mean of Maximum / Maximum-Mittelwert-Methode
Es wird der Mittelwert aller Abszissenwert unter dem Maximum der Er-
gebnissfliche als Aussgabewert verwendet.

Fiir unser Beispiel:

max-min-Inferenz max-prod-Inferenz:
1
{ : '
| : 4
I 1 A
! 1
[ L | 3 - | n
L] 4’ 3 rd ‘; e
\-—v—J
Mol wert

Diese Methode ist relativ grob und in der Praxis wenig bewéhrt

(b) Center of Gravity / Schwerpunkt-Methode
Ermittelt wird die x-Koordinate des Schwerpunktes der Ergebnisfliche

Ly

Xe
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9.2 Schwerpunktberechnung bei linearen Zugehorigkeitsfunk-
tionen

Fiir unser Beispiel

[E71EA) (*ga y‘)
O35~ —

- m ma o e -

A
/% (n.ve)  (x,yg)

A - "1.' 3

Schwerpunkte (xs,,ys,) der Teilflachen Fj: xy = ’Z:nlixslgﬂ
i=1""

Berechnung von z; aus vorgegebenem Streckenzug

I

Oads)  (xy,¥e)

6. vy)
(xq/ yﬁ

(Yo%) (z,, y,)’

Betrachte Ausschnitt:
¥ ;

Fliche: Fj = h- 5%, dh. Fy = (i — 2i) - 5=

Schwerpunkt (x-Koordinate)

Ti—Ti—1 | Yi—1+2-Ys

Trapezes: x5, = x;—1 +

3 Yi—1+Yi
. — . Ti—Ti-1 | 3Yi __ .. Ti—Ti—1
Rechteck: z,, = w1 + =5 Sy = Ti-1 + ===
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Dreieck:

Ty, = i1 + T zz%i
T, = Tio1 + L_;*l . 2;1/’
Konkret fiir obiges Beispiel (Notenfindung)
{ E Ts; Ts; * E
110,75-0,75/2 =0,28125 0,5 0, 140625
210,5-0,75 =0,375 1 0,375
310,5-0,5 =0,25 1,458 | 0,364583
411-0,25 =0,25 2,25 0, 5625
510,25-0,25/2 =0,03125 | 2,8333 | 0,088541
> =1,18750 1,531249
=1, = 11’51381725%9 = 1,3 bei max-min-Inferenz
Max-Prod-Inferenz
4 4
05+
ois4
E ?1 -'Fi ?4
® >
Berechnung;:
1| F; T, xs, - F;
111-0,75/2 =0,28125 | 0,667 | 0,250013
210,75-(0,754+0,1875)/2 =0,35156 | 1,3 | 0,457028
310,25-(0,187540,25)/2 =0,05469 | 1,881 | 0, 102866
411-0,25/2 =0,125 2,333 | 0,291666
> =0,90625 1,101573
1,101573 _
= Ts = Gooeas = 12

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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10 Beispiel: Regelung eines Bremsvorgangs
@ oaoo DD] ﬂ
L0 [v/~]
Prinzipieller Aufbau eines Reglers:
Geschvindkighect ?, WENA
\ i Brems.-
. —
/ WE)VJV-- d.l"ll-ﬁk
Abstand o y DAYV 1
Tura ylitierune Inferenz Defusayliaieruny

Klassische Methode: Regelfliche verwerten

P

>V

a

Vorteil Fuzzy-Regelung: Regler kann im Prinzip von Laien erstellt werden.

10.1 Fuzzifizierung
Regeln:

1.

2.

WENN v sehr hoch ODER a klein DANN bremse sehr stark

WENN v sehr hoch UND a grol DANN bremse schwach

WENN v hoch UND a mittel DANN bremse stark

. WENN v mittel UND a mittel DANN bremse mittel

. WENN v niedrig UND a mittel DANN bremse schwach

WENN v sehr niedrig UND a klein DANN bremse schwach

WENN v sehr niedrig ODER a groB DANN bremse sehr schwach

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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Geschwindigkeit: .,i\m‘ drie  hormal hech  gohrbioch
\
| v [km/h]
0 S0 400 40 200
Abstand: 3 Tuteen  wittedl  qrop
> alm]

0 3 a0 25 300

Bremsdruck:

AARI.r schwoch il starl selr
Frage: Wie soll gebremst werden?
Anwendung: Max-Min-Inferenz

Zahlenbeispiel: v = 90km/h; a = 90m;

Fuzzifizierung v: Mniedrig = 0, 755 hmitter = 0,25
Fuzzifizierung a: Pitein = 0,85 fhmirter = 0, 2

Regeln abarbeiten:

L. max(tsehrhoch (V), fkiein(a) = 0,8 = fisehrstark(p) = 0,8
2. —

3. min(fpoch (), tmitter(a) =0

4. min(fmitter (V) fmitter (@) = 02 = tmizrer(p) = 0,2

5. man(finicdrig(V), Pmittet (@) = 02 = fsehwacn(p) = 0,2

6. —
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0 10 40 60 g0 100
x5 = 69,6%

11 Kritische Wiirdigung
Vorteil:

e Erlaubt intuitiv leicht einsichtige Formulierungen einfacher Schlussfolgerungen in
umgagssprachlicher (unschafer) Form

Nachteile:
e Erreicht schnell seine Grenzen bei mehrstufigen Schlussfolgerungsproblemen

e Die dahinter stehende methematische Theorie weist in vielen Punkten noch Schwach-
stellen auf bzw. ist letzlich nicht sauber begriindbar

e Vielzahl | gleichwertiger® Moglichkeiten, die nicht zielgerichtet eingesetzt werden
konnen, sondern eher zum ,,Spielen* verleiten

e Letztlich wird Ergebnis am Erfolg gemessen und nicht mathematisch begriindet
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Neuronale Netze

12 Einfiihrung

12.1 Neuronale Netze?

Versucht das Gehirn in Grundziigen nachzubauen. Wenn man versuchen wiirde das
Gehirn nachzubilden, miisste man 10?° Neuronenrechnungen durchfiithren. Ein heutiger
Rechner schafft 10'° Rechenoperationen. Dann briuchte man 10'° Sekunden um einen
Arbeitschritt im Gehirn nachzubilden.

12.2 Aufbau von Neuronen

2ellkern

Zellkern: Zusammenfiihrung der Erregung
e i{ibersteigt eine bestimmte Schwelle — Aktionsimpuls (Neuron feuert)

e iibersteigt Schwelle nicht — Neuron feuert nicht, kein Aktionsimpuls

Synapsen:
e inhibitorische (wirkungs bremsend)

e exzitatorische (verstéirkend)

Anzahl: ca. 10'° bis 10! Nervenzellen
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13 Kiinstliche Neuronen

Orientieren sich am Vobild des biologischen Neurons (Mc Culloch, Pitts (1943))

n Eingﬁnqe X1
(bindr /1) X3

S=Schwellwert

Eigenschaften:
e n-Eingénge (binér 0/1)
® Wi, W, ..., w, sind sybaptische Gewichte (Gewichtungsfaktoren)

e s = Schwellenwert

o y=0(>w; x;—s)

1 firz>0
0 sonst

O(z) = {

13.1 Einfache logische Funktionen mit McCulloch - Pitts -
Neuronen

Zweiwertige Logik mit zwei Eingéngen:

AND X,
a& 0]0]0
x: 0] 1]0
1100
111
OR X,
a& 0]0]0
x: 0] 1]1
101
111
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1969 (Minsky und Papert): Nachweis, dass besimmte logische Funktionen von einem
einzelnen Neuron nicht nachgebildet werden kénnen, z.B.

XOR 4

y 000
001
o N E B 0T
10

L A

Begriindung

Regel: w1 - wy + x5 - wy > s (fiir Ouput 1)
(w2>0):>x22wi2—ﬂ-x1

w2

x1 - wy + X9 - wy < s (fiir Ouput 0)

=Ty < - Mgy
w2 w2

0 o 1 o1 "\\\ 00
D
k—‘ > &o ° ;

XOR-Problem erfordert mehrschichtiges Netz mit 3 Neuronen:
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[ |wa | s

Ty T |1 Q2 | Y
o 0,0 10 1. Neuron 1 1105
0 170 1]1 = 2. Neuron -1]-11]-15
L 0,0 1)1 Ausgabe-Neuron | 1 | 1 | 1,5
1 1[0 010

14 Perzeptron
e 2-schichtiges Netz
e Eingabeschicht: Elemente, welche die Ausgabeschicht mit versorgen Informationen

e Ausgabeschicht: Neuronen, die von Eingabeschicht angesteuert werden und Output

liefern
Einqobeschiichi Ausgohe schicht

Neuronen

e Nur Vorwértskopplung von Eingabe- zur Ausgabeschicht

e keine Riickkopplung und keine Querverweise zwischen Neuronen
e Entwickelt von: Rosenblatt, 1958

Beispiel:  Beurteilung von Bildern mit weiflen und schwarzen Pixeln

*=dt-tedoyt] + =sehware
DO R et S ,
g - =z wedB

.

—bm gt

+ o1
e nur uwa&{e Stredfen

@-«)r\ur senlirechte Stredfen

03

@—-) schwarz oder wedf

o4

BILD
4
A s A

helt (méndt, 47 Pixel meher wedbals ¢chwars)

] + & dum kel (Z A2 Pexel mehr schuvare ols oei)

Hier: Input von Neuronen nicht mehr nur 0 und 1, sondern beliebig
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Einstellung der Neuronen

Neuronnummer || e; | ey | €3 es | e3 | eg
T | F |+ |+ + | -

w1 | W2 ws W4y W3 | We S
1 ojlo[-1]-1]o]o]o
2 1100 [o0o]o]o
3 dA(1[ 1 1[o0o]o0o]o0
1 0lo0l 00 [-1]1]12
5 0|0 0] 0] 1/[-1]12

14.1 Anwendungsbeispiel von Perzeptron: Klassifikation nach
2 Merkmalen

Ausgangsdaten: Koérpergrofle und Gewicht von 5 Personen, die entweder American Foot-
ball spielen oder Balletténzer sind.

| B | B | B | B | B |

GroBe (cm) | 205 | 175 | 165 | 175 | 190
gewicht (kg) | 100 | 70 | 45 | 50 | 70

Gesucht ist Perzeptron folgenden Aufbaus:

Wie sind w1y, wy und s zu wéhlen?

y[em)

A E
100 +

80 +

60 +

X3

%0 f 4 $ t } > X [Ua]
10 130 130 4%0 100 24p ?

Geradengleichung: y — 50 =z — 160 = y = x — 110

Output 1 bei: y > 2 — 110 oder y —x + 110 > 0
=w =—1l,wy=1,s =—110
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Verallgemeinerung:
e Bei 3 Eingingen wird durch eine Ebene separiert
e Bei 4 Eingéingen ist das trennende Element ein 3D-Raum

= FKinstellungen fiir Neuron lassen sich besser durch iteratives Lernverfahren bestim-
men
15 Lernverfahren fiir Perzeptron

Uberwachtes Lernen: Durch Trail and Errorlernt das Perzeptron, die gestellte Auf-
gabe zu l6sen.

Gewdelig Wi und Schwellwert § l‘t’fﬂﬂé&)’"&ﬁ&]
37
|k= 0o/ r =1 _I
(K=k+1 |

Muster (Datensatz) K anbiete, ,
Output becechen

Anderung im Neuronenmodell

2a
& &

a—et
€3

Zu berechnen: " ;e;w; —s > 037" e;w; >0

€1 -

ew

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep



Lernverfahren fiir Perzeptron

Seite 37

15.1 Lernregel (Delta-Regel)

Es sein A = a4y — Qs

Anderung der w; dann nach folgender Formel: wi+a-A-l; (i = 0,1, ...

,n) a = Lernrate

Beispiel: H F1 ‘ F2 ‘ Bl ‘ BQ ‘ B3 ‘
GroBe (cm) || 205 | 175 | 165 | 175 | 190
gewicht (kg) | 100 | 70 | 45 | 50 | 70
€1€2 H €oWo 1wy ‘ €2Ws2 H > H Qist ‘ Asoll ‘ a=01;A
Gew. 800 —25 20
205 100 800 —5125 5000 675 1 1 0
175 70 800 —4375 3500 —75 0 1 1
Neue 800 —25 20
Gew. +0,1-1-1]40,1-1-175|40,1-1-70
=800, 1 —7,5 o7
165 45 800, 1 —1237,5 2565 2127.6 1 1 -1
Neue 800, 1 —7,5 50
Gew. -0,1-1 —0,1-165 —0,1-45
= 800 —24 52,5
175 50 800 —4200 2625 —775 0 0 0
190 70 800 —4560 3675 —85 0 0 0
205 100 800 —4920 5250 1130 1 1 0
175 70 800 —4200 3675 275 1 1 0
165 45 800 —3960 2362,5 797,51 O 0 0
Gew
w0} X
%—h
‘0 T i i rs ~
160 130 200
Entscheidungsgeraden:
Start y=0,5-x—16
75 800,1
L. Korrektur y =<2 -2+ == =0,132-2 — 14,04

2. Korrektur

2o+ 5% =0,457 -z — 15,24

Y=r535"

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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Die Delta-Regel versagt bei mehrstufigen Perzeptronen

mg/\\
1 —p-|

16 Hopfield-Netze

Hopfield (1982), riickgekoppelte Netze

MUSTER

Arbeitsweise:
1. Phase: Anlegen eines Eingangsmusters
2. Phase: Ausgabe der euronen wird wieder als Eingabe angeboten
3. Phase: usw. wie 2. Phase
< solange, bis Eingabe und Ausgabe iibereinstimmen

= Auto-Assoziator

Zweck: Erkennung von (unvollstindigen) Mustern!
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Aufgabenstellung
e Netz mit n Neuronen soll m verschiedene Muster erkennen

e Mustervektor a® (p = 1,...,n) reprisentiert ein Schwarz-WeiB-Muster mit Codie-
rung 1/ —1

e Neuronenoutput ist 1 oder —1, Schwellenwert s = 0

Lern-/ Konstruktionsregel:

1. Bestimme fiir jedes Muster die zugehorige Gewichtsmatrix nach
WP al(p) - a,(cp) fiir i # k
i 0 fiir i = k

2. Addiere alle so erzeugten Gewichtsmatrizen

3. Belege die Synapsengewichte mit den Werte der Summenmatrix

Beispiel:  Ziffern in 3x5-Matrix

1123
4 1516
71819
10 | 11 | 12
13114 | 15

Muster fiir die Zahlen 1 und 9

-+ +++
— 4t + —+ — = weifles Pixel (-1)
NI +++ + = weifles Pixel (1)
- - —+
— — + + +

1. Muster(1): =1 —14+1|—-14+1+1+1—-1+1]-1-14+1-1-1+1]
2. Muster(9): +1+ 1+ 1|+ 1—1+1]+1+1+1]—-1—-1+1+1+1+1]

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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Gewichtsmatrize fir Muster (1)

o +1 -1{+41 -1 -1|-1 41 —-1}|+4+1 +1 —-1|4+1 +1 -1
o -1/+1 -1 -1{-1 41 —-1}41 41 —-1|4+1 +1 -1
o|-1 +1 41|41 -1 +1|-1 -1 +1|-1 -1 +1
o -1 -1{-1 +41 —-1|(+1 +1 —-1|+1 +1 -1
o +1}{+41 -1 41|(-1 -1 +1|-1 -1 +1
oj+1 -1 +1|{-1 -1 4+1|-1 -1 +1
0 -1 +1|(-1 -1 +1]-1 -1 +1
o -1{+41 41 -1]4+41 +1 -1
0O|-1 -1 +1|-1 -1 +1
o +1 —-1|+1 +1 -1
0O —-1]+1 +1 -1
0 [-1 -1 +1
0 +1 -1
0 -1
0
Gewichtsmatrize fiir Muster (9)
o +1 4+1}{+1 -1 41|41 +1 +1|-1 -1 41 |+1 +1 +1
o +1}+1 -1 +1|+1 +1 +1|-1 -1 +1|4+1 +1 +1
o|+1 -1 +41}+1 +1 +1|-1 -1 +1|+1 +1 +1
o -1 +1}+1 41 41}-1 -1 41|41 +1 +1
o -1}{-1 -1 -1 +1 41 -1|-1 -1 -1
O |+1 +1 +1|-1 -1 41 |+1 +1 +1
o 41 41}-1 -1 4+1|+1 +1 +1
o +1{-1 -1 +1|+1 +1 +1
0O |-1 -1 +1|4+1 +1 +1
o +1 -1}]-1 -1 -1
o —-1}-1 -1 -1
0 |+1 +1 +1
0 +1 +1
0 +1
0

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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= Addition beider Matrizen
0 2 0 2 =2 0 0 2 0 0 0 0 2 2 0
2 0 0 2 =2 0 0 2 0 0 0 0 2 2 0
0 0 0 0 0 2 2 0 2 | -2 -2 2 0 0 2
2 2 0 0 -2 0 0 2 0 0 0 0 2 2 0
-2 -2 0 ]-2 0 0 0 -2 0 0 0 0 |-2 -2 0
0 0 2 0 0 0 2 0 2 | -2 =2 2 0 0 2
0 0 2 0 0 2 0 0 2 | -2 =2 2 0 0 2
2 2 0 2 =2 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0
0 0 2 0 0 2 2 0 0 |-2 -2 2 0 0 2
0 0 —-2] 0 0O —-2|-2 0 =20 2 =210 0 -2
0 0 —-21] 0 0o —-2|-2 0 -=-2| 2 0 —-210 0 -2
0 0 2 0 0 2 2 0 2 | -2 =2 2 0 0 -2
2 2 0 2 =2 0 0 2 0 0 0 0 0 2 0
2 2 0 2 =2 0 0 2 0 0 0 0 2 0 0
0 0 2 0 0 2 2 0 2 | -2 =2 2 0 0 0

Erkennungsphase:

1. Prige dem Netz ein (unvollstindiges, verrauschtes) Musser auf: e(%)

1 firz >0
-1 firz <0

neu alt

2. Berechne e} = sgn(3_7_; wijef") mit sgn(r) = {
Fehlermuster: —14+1+4+1/—-1+1+1/+14+14+1/—-1—-1—-1—-1+1+1]
I H1+14+1+14+14+1+14+1+1-1—-14+1+14+1+1]
A1 +1+ #1141+ 141+ -1 -1+1]+1+1+1|

—++ +++ +++
——+ +++ +—+
el I I S I I
-—- -—+ ——+
—++ +++ +++

Anmerkungen:

e Anzahl der Neuronen muss hinreichend grof§ sein, um die Muster sicher erkennen

zu koénnen, d.h. es sollte gelten m < 0,146 - n

e Schwierigkeiten bei translatierten (verschobenen) Mustern

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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17 Backprobagation-Netze

Et’.n%uheschcchf 2wischensehichi Ag\.s%o.hc schecht

x,.v——é(j O_)O_)y4
D OLAO) 2O
N - o SN o

xn-—-vO——-————aO e SO

Mehrschichtiges Neuronennetz

Neuronen in einer Schich sind nicht untereinander verbunden

Kein Neuron ist mit sich selbst verbunden

Verbindungen bestehen ausschliellich von einer zur nachfolgenden Schicht

Eingabe- Ausgabe-
muster muster ist

. Ausgabe-

Fehlerrackfuhrung muster sol

Differenz — Fehlerkorrektur

Fiir Backprobagaion erforderlich: Neuronen mit stetigem Antwortverhalten

bisher jetzt Antwortfunktion

Antwortbereich: 0 < Output < 1
e _Feuern“ eines Neuron bei z. B. Qutput > 0,8

e . Ruhezustand® z. B. bei Output < 0,2

Neuronale Netze und Fuzzy Logik Daniel und Tobias Webelsiep
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Aktivitit des k-ten Neurons in Schicht 0

Aktivitdt von Neuron j in Schicht 1

Aktivitdt von Neuron i in Schicht 2

Gewicht des k-ten Eingangs von Neuron j in Schicht 1
Gewicht des j-ten Eingangs von Neuron i in Schicht 2

Es gilt: Sy, = O'(ZZ:O Wy, * So,)
52]' = U(Z;:O Wa;; - Slj)

Gegeben:  Satz von p Eingabemustern X" (v =1, ..., p)
mit zugehorigen Ausgabemustern Y (v =1, ...,p)

Das Netz ist so zu trainieren, dass der quadratische Fehler ' minimiert wird, mit

E=13 S0 — s ()

v=1 i=1

Summe der Abweichung

Summe ber alle Muster
1 l 2
= FE= B 25:1 Eg1<yzy - a(ijl Wa,; 81]')) ) d.h. B = f(wZij7w1jk

Forderung: (;zu—Eb = 0 fiir alle wyy, = {wy,;, w1, }

Losung (naherungsweise): Durch ein Gradientenabstiegsverfahren

Fiir unser Problem ausgehend vom gerade erreichten Punkt, bewegt man
sich fiir alle w,, um Awg, = —&(;EU—EI) in we-Richtung (o > 0, klein)

Nach jeder Verarbeitung eines Musters werden folgende Korrekturen berechnet:

J— v . v __ v 174
Awy,, =€ -s1; -89, - (1 —80,); € =y — i,
_ m
Awy,, = - 3" €] - 80, - 59, - (1 = 89,) - wy,, - 51, - (1 — s1,)
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17.1 Beispiel: BP-Netz zum Lernen des XOR-Problems

Es gilt: s11 = o(wi10 + w111 - T1 + Wiz - T2)
s12 = 0 (w120 + Wi21 - T1 + W22 - T2)
S91 = 0(Wa1g + War1 - T1 + War2 - T2)
Korrekturformeln: f = - € - s91 - (1 — $91)
Awgyp = f
Awgyy = f - 511
Awgp = f - 512
Awyp = fwary - 811 - (1 - 811)
Awiy = f 21 - worr - S11 - (1 - 511)
Awyig = f 29 - wary - 11+ (1 — 511)
Awigg = [ - w2 - S12 - (1 - 512)
Awigy = f - 21 - wor2 - S12 - (1 - 512)
Awigy = [ - 22 - wor2 - S12 - (1 - 812)
Musterpool: 1 To |y
0 0[]0
0 111
1 0|1
1 110
Startwerte: a=0.1
Wi = —2  wip = —3
Wig = —2 Wiz =3 Wi = —3
wa1g = —3 w11 = 5,94 wa12 =6

1. Muster(0,0):

s11=0(=240+0) = 0.1192
S19 = U(—Q + 0+ 0) = 0.1192

S91 = 0(—3+5.94-0.1192 4+ 6 - 0.1192) = 0.17126 / da < 0.2

= keine Korrektur

Neuronale Netze und Fuzzy Logik
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2. Muster(0,1):  s;3 =o0(—2+ 0+ 3) =0.73106
s12 =0(—2+4 0 —3) = 0.00669
So1 = 0(—345.94-0.73106 4+ 6 - 0.0069) = 0.79941 f da < 0.8
= Korrektur

Korrektur: f=0.1-(1-0.79941) - 0.79941 - (1 — 0.79941) = 0.003217
szm = 0.003217 szn = 0.002352 Aw212 = 0.000022
Awllo = 0.003757 Aw111 =0.0 Aw112 = 0.003757
Aw120 = 0.0001283 Awlgl =0.0 Aw122 = 0.00001283
w110 = —1.99624 w111 = -3 Wi12 = 3.00376
w190 = —1.98987 Wi21 = 3 Wi22 = —2.99987

Waio = —2.99678  way; = 5,94235 wa12 = 6.00002

17.2 Beurteilung der Entscheidungsgiite von Backprobagation-
Netzen

Splitting-Pool-Methode

Muster - Pool
N Muster

i !

Lern - Pool Analyse - Pool

75-80% | 20-25%

| |
Netz = Analyse
trainieren Klassifizierung

[

Ergebnisstatistik

/’/\\\
A g et L
B Statistik™~._ i
< umfangreich > ~———
~.genug "
i

Ergebnisgiite
berechnen

Problem: Beurteilt wird nur das Netz, welches 20-25

Leaving-One-Out-Methode

.| Muster - Pool Ein Muster

N Muster auswahlen

Netz mit
N-1 Mustern

Netz i Analyse
trainieren Klassifizierung
b
nein ~Alle Muster~._ ja Glite = % richtige
\‘\gusgewéh\;/ Entscheidungen

. r
"~ Ty
Py

Problem: Hoher Rechenaufwand
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18 Kritische Wiirdigung

Vorteile:
e kein mathematisches Entscheidungsmodell erforderlich
e Fehlertoleranz (Hopfield-Netze)
e Fallbasiertes Lernen, kann mit Hilfe neuer Félle noch verbessert werden

e Echtzeitfahgkeit beziiglich Entscheidungsfindung

Nachtelle:

e Entscheidungsfindung ist nicht nachvollziehbar

hoher Trainigsaufwand

viele Parameter, an denen , herumgespielt“werden kann, ohne dass die Effekte leicht
zu kontrollieren sind

Konvergenz nicht immer gesichert

Entscheidunsgiite haufig schlechter als erwartet!
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